Luis Moura Analise de Circuitos

Resolucao da Folha de exercicios N.o 9
1. Conversoes entre parametros eléctricos

(a) Parametros ABCD — parametros Y; Os pardmetros ABCD satis-
fazem o sistema de equagoes indicado

Vi=AnVa— A ls [1]

(1)
I = Apy Vo — A Iy 2]

Resolvendo a eq. [1] (do sistema de equagdes definido por (1)) em
ordem a I obtemos:

Iy = —Vi+—V; 2

2 A 1+ A 2 (2)
Substituindo I, dado por esta tltima eq., na eq. [2] do sistema de
equagodes definido por (1) temos:

- -1 A
Ii = Ay Vo— Ay (A—HV1+A—12‘/2>
Agy Ago A1q
= _ A —
A12 ‘/1 + < 2 A12 ) ‘/2 (3)

Comparando as eq. (2) e (3) com as equagoes que definem os pardmetros
Y (ver eq. (4)) temos que:

Ago
Y; = —
11 A
Agr A
Yie = <A21— 2;11211)
-1
Yo = —
21 s
An
Yoy = 1
2 A

(b) Pardmetros Y — pardmetros ABCD; Os pardmetros Y satisfazem
este sistema de equagoes:

L =Y Vi+Yie Vs 1]

(4)
Io =Y Vi + Y5 Vs 2]

Resolvendo a eq. [2] (do sistema de equagdes definido por (4)) em
ordem a V7 obtemos:

Yoo 1
i = ——F—Vo+—1I 5
! Yo * Yor (5)
Substituindo Vj, dado por esta tltima eq, na eq. [1] do sistema de
equagoes (4) temos:

Yoo 1
I = Y, ——V — I Yis V-
1 11< Yar 2+Y21 2)+ 12 V2
Y- Y;
= <—Y11%+Y12) ‘é%—ﬁb (6)
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Comparando as eq. (5) e (6) com as equagoes que definem os pardmetros
ABCD (eq. (1)) temos que:

Yoo
Ay = -2
11 Yor
1
Ap = ——
12 Yor
Y-
A = <—Y11%+Y12>
21
Y
Ay = —21
22 Yor

(c) Parametros ABCD — parametros Z; Resolvendo a eq. [2] do sistema
de equagdes (1) em ordem a V5 obtemos:

Vi = —L+221 (7)

Substituindo V4, obtido pela eq. anterior, na equagao [1] de (1) temos:

= A — T —= L) — AT

Vi 11 (A21 1+ . 2> 12 12
A <A11 Az )
— L+ A I 8
Ay Ay 12) (®)

Comparando as eq. (7) e (8) com as equagoes que definem os pardmetros
Z temos que:

An
Z.. - “au
11 .
A1 A
Zip = ( 1;12122 —A12)
1
Z = —
21 o
Az
z 22
22 A

(d) Pardmetros Z — parametros ABCD; Os parametros Z satisfazem o
sistema de equagoes indicado

Vi=Zuh +Zi2 15 [1]

9)
Vo =2y 11 + Zao Ir 2]

Resolvendo a eq. [2] (do sistema de equagdes definido por (9)) em
ordem a I; obtemos

1 Zoo
L = —V,-2227 1
! o1 Ve Zo1 2 (10)
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Substituindo I, obtido pela eq. anterior, na equagao [1] de (9) obte-

mos:
1 Z
i = Zn <Z—21V22—zj12>+21212
AR Z11 Zo
= — V- — 7 I 11
2y, (221 12)2 (1)

Comparando as equagdes (10) e (11) com as equagdes que definem os
parametros ABCD (eq. (1)) podemos escrever:

Zu

A = —

11 7o
VAR

A = ( 122122 —Z12>
1

Ay = —

21 7ol
Zao

A = =

22 7ol

2. (a) Clircuito a): A figura 1 a) mostra o circuito equivalente para t <
0. Dado que o condensador representa um circuito aberto para DC
podemos afirmar que nao flui corrente em Ry para t < 0. A tensao
aos terminais do consensador é a mesma existente aos terminais de
Ry em paralelo com Rj:

Ry R
= 1V, (t<0)

(t<0)

A figura 1 a) mostra o circuito equivalente para ¢ > 0. A tensao aos
terminais do condensador v (t) é a tensdo aos terminais de Ry em
série com R;. Assim podemos escrever

ic(t) = 7];1)1(%2 _ _¢%velt) ”;(t) . (t>0) (12)
ou seja:
ve(t) dvc(t)
Rtk O dt (£>0)
c dv;;(t) n qu}cii?%Q _ 0, (t>0) (13)

Esta tltima equagao (equacao diferencial linear de lo. grau de coe-
ficientes constantes e homogénea) tem a seguinte solugao genérica:

ve(t) = aeft, (t>0)
Substituindo esta solugdo para ve(t) na equagao 13 podemos escr-
ever:
Bt
CRaePt+-25 = 0 (>0
s Ri + Ry (t=0)
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Figura 1: a) circuito equivalente para t < 0. b) circuito equivalente para t > 0.

Bt _ >
& ae (Cﬁ+R1+R2) 0 (t>0)
1
C _— = 0
< ( ﬂ+R1+R2)
-1
< 6 a O(R1+R2)

A constante a pode ser determinada atendendo a que:

Rs R3
t=0) = [,—"

vl ) "Ro+ R3
Ro R

£t o 2 f13
& ae = J,—==
10 Ry + R3

Ry R3
& = 2
@ Ry + Rs

A tensdo aos terminais do condensador v (t) pode ser descrita pela
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seguinte equacao:

Ry R
I Ty 1 15 parat <0

ve(t) = (14)
—t
s Ry + Ity P (O(R1 + R2)> para t = 0
A corrente i¢(t) pode ser calculada de acordo com a equagao (12),

ou seja:

7 Rs R3
*(Re + R3) (R1 + R2)

e a tens@o aos terminais de R; é dada por:

vr,(t) = Ruiic(t) (t=0)

Rl RQ Rg =t
I e C (Ri+ER2) t>0
’ (R2 + Rg) (R1 + Rg) ( )

ic(t) ¢ TR (t >0)

A figura 2 a) mostra ve(t), ic(t) e vg, ().

Clircuito b): A figura 3 a) mostra o circuito equivalente para t < 0.
Dado que o condensador nao conduz para t < 0 a diferenca de
poténcial (tensdo) aos terminais da resisténcia R3 deve ser nula. As-
sim, a tensao aos terminais do condensador é:

welt) = Vi (t <0)

A figura 3 b) mostra o circuito equivalente para 0 < t < t,. t, =1
ms. Note que este circuito é semelhante aquele apresentado na figura
1 b) da alinea anterior. Assim, a solu¢ao para a tensao aos terminais
do condensador ¢é obtida de forma semelhante, ou seja:

ve(t) = aelt (0<t<t,) (15)
em que a = Vs e 3= [C(R3+ R2)]7!. A corrente ic(t) é dada por:

ve (t)

ic(t) = T i s (0<t<t,)
— L ec(R;@—RQ) (0 <t< to)
Ry + R3 -

A corrente em R; é nula para este intervalo de tempo.
A figura 3 ¢) mostra o circuito equivalente para t > t,. t, = 1 ms. A
tensao aos terminais do condensador, para t = t,, é:

4y
ve(t=t,) = VieC@Ethz)
Vclo:2v

Note que esta é a condigao inicial associada ao condensador quando o
interruptor é fechado. Para o circuito da figura 3 ¢) podemos escrever:

ve(t) _ duc(t)

ic(t) = m: C P (t>t,) (16)




Luis Moura

Analise de Circuitos

welt) (V)

081 4

06 4

0.2 i

10

x10° t (S)

% 0 2 p s s 1 t (S)

x 10

Figura 2: ve(t), ic(t) e vr, (t) em fungao do tempo.
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t<0
O—eO—9 ’ o

0<t<t,

Figura 3: a) Circuito equivalente para t < 0. b) Circuito equivalente para
0 <t<t, c) Circuito equivalente para t >t,. t, =1 ms.

A equagao anterior pode ser manipulada da seguinte forma:

dvc(t
dt — —7' vo(t) (17)
Uc(t)
com 7 = C[Rs 4+ (R1]|R2)]. Integrando a equacao anterior da

seguinte forma

/t dt = —7' /Ucm dvoll) = (5 4,) (18)

c(to) vc (t) 7

obtemos
t—t, = —7 (Infvc(®t)] — Infvc(t,)] ), (t>t,)
’ UC’(t)
= —7'In ( oo (t) ) , (t>to)
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ou seja

—(t—to

vo(t) = VI 670[R3+(R1\)\R2)] , (t>to)

A corrente i¢(t) pode ser calculada da seguinte forma:

: ve(t)
iolt) = — t>t, 19
e(®) Rs + (Ri1||Ro2) ( ) (19)
A tensao em R; é dada por:
. R Ry
t) = t) ———————
o) = o) 5

A figura 4 mostra ve(t), ic(t) e vg, (t).
3. Circuitos RL.

(a) Clircuito a): A figura 5 a) mostra o circuito equivalente para t < 0.
Para DC o inductor é um curto-circuito pelo que a tensao Vy estd
aplicada aos terminais de Rq e também aos terminais de Ry. Assim
a corrente que flui através de L é dada por:

iL(t) = — (t<0)
A figura 5 b) mostra o circuito equivalente para t > 0. Para este

circuito podemos observar que a tensao vy, (t) é a tenséo aos terminais
de R em série com Ry. Assim, que podemos escrever:

vp(t) = —ip(t) (R + R2), (t>0)
ou seja
L d’;t(” — _i(t) (R + Ra), (t>0)
U0 i) (Ry+ Ry) =0, (t20) (20

A solucao geral para esta equagao é;
irt) = aé’l, (t>0)
Substituindo esta expressdo na equagao 20 temos:

a e (LB+ R+ Ry) =0, (t>0)
R+ Ry
L

A constante « pode ser obtida através da condicao inicial associada
ao inductor, ou seja:

& f=-

Vs

t=0) = —
ir( ) 2
= a = E

= =
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Figura 4: ve(t), ic(t) e vg, (t) em fung¢ao do tempo.
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t<0

a)

Figura 5: a) Circuito equivalente para t < 0. b) Circuito equivalente para t > 0.

A tensao vy (t) pode ser obtida da seguinte forma:

’UL(t) = —iL(t) (Rl + RQ), (t > 0)
= —E(R1+Rz) e T (t>0)
Ry

e a tensdo aos terminais de R; é:

Ry

(0 = vl

(t=0)

A figura 6 mostra ir(t), vi(t) € vg, (£).

(b) Circuito b): A figura 7 a) mostra o circuito equivalente para t < 0.
Dado que o inductor representa um curto-circuito para DC, a tensao
Vs estd aplicada a Rs e a corrente que flui no inductor é:

iL(t) = — (t<0)

A figura 7 b) mostra o circuito equivalente para t > 0. para este
circuito podemos escrever:

vp(t) = —ip(t) Ry, (t>0)
ou seja
L diét(t) = —ir(t) Ry, (t >0)
Ld%p+iL(t) Ry =0, (t>0) (21)

A solucao geral para esta equacao é;

irt) = aé’l, (t>0)

10
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Substituindo esta expressao na equagao (21) temos:

a el (LB+Ry) =0, (t>0)
& 6:7%

A constante « pode ser obtida através da condicao inicial associada
ao inductor, ou seja:

Vs

t=0) = -
ir( ) o
o a = 5
- 7

A tensao vy (t) pode ser obtida da seguinte forma:

UL(t> = —iL(t> Rl, (tZO)
= —R%Rl e~ (t>0)

e a tensdo aos terminais de Ry é igual a vr(¢). A figura 8 mostra
ip(t) e vr(t).

11
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Figura 6: ir(t), vi(t) e vg, (t) em fungdo do tempo.

12
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Figura 7: a) Circuito equivalente parat < 0. b) Circuito equivalente para t > 0.
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Figura 8: ir(t) e vr(t) em fungdo do tempo.
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