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de cujas consequências o autor não poderá ser responsabilizado. Agradecemos igual-
mente a contribuição do aluno Manuel Rocha (2004/05). Em caso de perdas ou
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1 Introdução

Definir os Sistemas e Sinais de uma forma concisa e completa é uma tarefa dif́ıcil. Para
começar, é necessário definir aquilo que chamamos sinal. No contexto desta sebenta,
um sinal é toda a quantidade, f́ısica ou não, que sirva de suporte à transmissão
de informação. Por quantidade f́ısica entendemos por exemplo uma diferença de
potencial, uma corrente eléctrica, uma onda electromagnética, uma onda acústica,
a temperatura, a pressão, etc... São sinais sem suporte f́ısico por exemplo, uma
quota de mercado ou um ı́ndice bolśıstico num sistema económico, um parâmetro de
medida biológico, etc... O conceito de base sub adjacente é o de representar o sinal,
e a informação que ele contém, a um ńıvel de abstração matemático que permita a
sua modelização e manipulação com métodos e técnicas que são, em grande parte,
independentes do domı́nio considerado e por isso comuns a todos eles. Os métodos
estudados em Teoria do Sinal são independentes da natureza do sinal e apenas têm em
conta a informação que ele contem. Porque a Teoria do Sinal se interessa sobretudo
por extração de informação, é muitas vezes também chamada Teoria da Informação
(Shanon [1]). A disciplina de Sistemas e Sinais trata destes métodos e técnicas de
representação de sinais e da sua manipulação através de sistemas.

O que acabámos de descrever inclui-se na área de conhecimento da Teoria do
Sinal ou Teoria da Informação, a não confundir com o processamento do sinal ou,
mais recentemente, o processamento digital do sinal, que esses, apenas lidam com
a utilização das técnicas de uma forma mecânica e por vezes simplista. O exemplo
mais conhecido é o aplicativo Matlab, por sinal extremamente bem concebido e muito
útil na solução de problemas práticos. A Teoria do Sinal lida essencialmente com
informação e nesse sentido tarefas como estimação e detecção são as mais frequentes
e essenciais, mas que apenas serão afloradas no final desta disciplina e mais tarde em
disciplinas de opção e/ou pós-graduação. Para motivar esta disciplina vamos apenas
citar dois exemplos de aplicação.

Radar e Sonar: o Radar é um sistema que permite detectar a existência de um
objecto voador e determinar a sua posição, velocidade e direcção de deslocamento. O
seu prinćıpio de funcionamento repousa na emissão de um impulso electromagnético
que, reflectindo-se no objecto, é retransmitido de volta para a antena sob a forma de
eco. Conhecendo o intervalo de tempo τ , entre o impulso emitido e o eco recebido,
e a velocidade de propagação c das ondas electromagnéticas na atmosfera, permite
calcular a distância R = cτ/2, à qual se encontra o objecto. Dito desta forma
a determinação da distância à qual se encontra o objecto parece uma tarefa fácil.
Porém, na prática não o é, e isto por várias razões. Primeiro, porque o eco recebido
se encontra bastante diminuido em amplitude, devido à distância percorrida entre
a antena e o alvo e também modificado em forma devido à reflexão no alvo, o que
depende da natureza e posição do alvo em relação à antena. Segundo, porque não
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existe um único alvo e o impulso emitido reflecte-se em vários alvos simultaneamente,
o que provoca, por vezes, uma multitude de ecos recebidos, e torna-se dif́ıcil saber
qual é o eco associado com o alvo desejado. A figura 1.1 mostra um exemplo do
impulso emitido (a) e de um posśıvel eco recebido (b). Pode-se imaginar que neste
caso não é claro quando é o ińıcio do impulso no sinal recebido, o que leva a um
incerteza no intervalo τ e dáı na distância R.
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Figura 1.1: exemplo de sinal radar emitido (a) e recebido (b).

Dizemos que o valor de τ não pode ser determinado com exactidão e, na prática,
apenas podemos obter uma estimativa τ̂ de τ . Para além deste existem outros pro-
blemas como por exemplo a determinação (na prática - estimação) da posição do alvo
relativamente à antena que só pode ser feita se conhecermos a direção de recepção dos
ecos. Outro problema é o da estimação da velocidade e direcção de deslocamento do
alvo o que, normalmente, pode ser feito através do desvio de frequência (Doppler) do
eco recebido relativamente ao sinal emitido. Tudo isto requer um sofisticado sistema
electromecânico para direcionamento de antenas, emissão e recepção de sinais a alta
frequência. O processamento de sinal situa-se antes da emissão, na escolha da forma
do impulso mais adaptado a cada caso, e depois da recepção do eco ao permitir retirar
do sinal recebido a informação desejada.

O caso do Sonar é muito semelhante ao do Radar. O Sonar utiliza debaixo de
água o mesmo prinćıpio que o Radar na atmosfera. Uma das diferenças essenciais é
que as ondas electromagnéticas quase não se propagam da água - atenuam-se muito
rapidamente com a distância. Curiosamente a banda de frequências que melhor se
propaga debaixo de água é a gama aud́ıvel, desde aproximadamente alguns Hz até à
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dezena de kHz. Demonstrou-se que sinais a frequências de algumas centenas de Hz
podiam propagar-se em torno à Terra e voltar a ser recebidos no ponto de emissão.
Outra diferença essencial é que enquanto na atmosfera a velocidade de propagação
c das ondas electromagnéticas é sensivelmente constante, no oceano a velocidade de
propagação das ondas acústicas varia fortemente na vertical (profundidade) e também
na horizontal, ao longo de grandes distâncias. Finalmente ainda outra diferença
muito importante é que enquanto as ondas electromagnéticas utilizadas em Radar
se propagam em geral num meio livre, no oceano as ondas acústicas reflectem-se na
superf́ıcie e no fundo criando assim, em certos casos, um efeito de guia de onda, por
vezes extremamente nefasto à extração do sinal útil a partir do eco recebido.

Um problema de estimação: vamos supôr que os dados da figura 1.2(a) repre-
sentam o valor do ı́ndice bolśıstico PSI20 utilizado na Bolsa de Lisboa.
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Figura 1.2: evolução do PSI nos 24 meses de 2000 e 2001 (a) e com a recta média de
regressão (b).

Um problema t́ıpico de todos os analistas económicos é o de prever a evolução
dos valores médios da bolsa. Como é óbvio, esta não é uma tarefa fácil, mas será
do senso comum que deverá passar pela análise da evolução dos mesmos dados nos
meses anteriores, i.e., dos valores representados na figura 1.2(a). Como fazer ? Bem,
a primeira inspeção dos dados relativos aos 24 meses anteriores faz-nos pensar que
em média o ı́ndice PSI20 tem vindo a aumentar, e por isso será talvez de pensar que
continuará a aumentar nos próximos meses. Numa segunda fase podemos perguntar-
nos: OK, tem vindo a aumentar. Mas quanto ? E quanto rapidamente ? Quanto é
que vai aumentar nos próximos meses ?
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Não existe uma forma exacta de responder a estas perguntas, visto que os dados
de que dispomos são aleatórios. Por isso as respostas serão forçosamente dadas sob
forma estat́ıstica, i.e., “em média vai aumentar de X no primeiro mês, Y no segundo,
etc...”. Trata-se no entanto de quantificar X e Y. Seria também bom quantificar a
margem de erro em X e Y. Olhando para o gráfico podemos para já pensar que a
evolução média é uma recta de equação

y = ax + b (1-0.1)

onde x é o mês e y é o ı́ndice PSI20 (sem unidade). Determinar a e b permitir-nos-ia
de certo modo prever quais os próximos valores (em média, claro). Qual a melhor
forma de determinar a e b ? Uma das formas clássicas é de admitir que o melhor
estimador â de a é aquele que minimiza o erro quadrático médio nos dados já obtidos.
Assim o que pretendemos é minimizar o erro ǫ

ǫ =
1

N

N
∑

n=1

|zn − yn|2 (1-0.2)

onde zn; n = 1, . . . , N são os dados do PSI20 observados nos últimos 24 meses (N=24)
e onde yn = axn +b. A forma clássica para determinar a e b é derivar (1-0.2) primeiro
em relação a a e depois em relação a b, resolvendo em seguida o sistema de equações.
Obtemos então

∂ǫ

∂a
=

1

N

N
∑

n=1

−2znxn + 2ax2
n + 2xnb, (1-0.3)

e
∂ǫ

∂b
=

1

N

N
∑

n=1

−2zn + 2axn + 2b, (1-0.4)

de onde igualando a zero ambas as derivadas se obtem o sistema de equações

∂ǫ

∂a
= 0 ⇒ a =

z̄x − bx̄

x̄2
(1-0.5)

∂ǫ

∂b
= 0 ⇒ b = z̄ − ax̄, (1-0.6)

onde para simplificar a notação a média de uma variável y, 1/N
∑N

n=1 yn foi substi-
tuida por ȳ. Finalmente substituindo a segunda na primeira e arranjando retira-se o
resultado final

â =
z̄x − z̄x̄

x̄2 − x̄2
, (1-0.7)

e substituindo de novo na equação de b

b̂ =
z̄x̄2 − z̄xx̄

x̄2 − x̄2
, (1-0.8)
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onde a notação â e b̂ significa que se trata de estimativas de a e de b, e não dos valores
de a e b, respectivamente. Esta é uma distinção importante. Utilizando os dados da
figura 1.2, podemos calcular â = 0.8776 e b̂ = 805.4, dando origem à recta média
estimada traçada na figura 1.2(b).

Neste problema calculámos os estimadores dos coeficientes do polinómio de pri-
meira ordem que melhor se ajusta (no sentido dos mı́nimos quadrados) ao conjunto
de dados observados. Podeŕıamos ter ajustado um polinómio de ordem dois, três,
quatro ou p. Deixa-se como exerćıcio a generalização do problema ao caso de ordem
p (uma pista: definir um polinómio x(t) =

∑p
i=1 Hθθθ, onde H é uma matriz cujas

colunas contem os dados xn e θθθ contem os coeficientes do polinómio de ordem p).

Determinar a variância dos estimadores â e b̂ é um problema bastante mais com-
plexo pois requer o conhecimento (ou a estimação) da variância dos dados observados
em relação ao modelo linear ajustado. Falaremos deste problema durante as aulas
teórico-práticas e veremos modos alternativos para estimar o desempenho do método
dos mı́nimos quadrados.
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2 Sistemas lineares invariantes no tempo (SLIT)

2.1 Espaços de entrada e espaços de sáıda

Acabámos de referir na introdução que o conceito de sinal se encontra ligado às
observações que fazemos da natureza que nos rodeia. Um dos objectivos essenciais é
o de retirar destas observações, ou sinais, a informação que nos interessa.

Essa operação de extração da informação é normalmente feita através da passagem
do sinal através de um operador ou sistema que pelo seu lado produz um resultado.
Portanto o operador ou sistema transforma o sinal (ou sinais) de entrada no sinal (ou
sinais) de sáıda.

Neste caṕıtulo vamos supôr que tanto os sinais de entrada como os sinais de sáıda
pertencem a um conjunto fechado em relação à adição e à multiplicação por um
escalar. Isto significa que se adicionarmos dois sinais do conjunto, eventualmente
multiplicados por escalares, obtemos ainda um sinal resultante pertencente ao mesmo
conjunto. Este é chamado um espaço linear.

2.2 Sinais cont́ınuos e sinais discretos

Um sinal cont́ınuo x(t) de variável real t, possui um número infinito de valores num
intervalo de tempo t ∈ [a, b]. Como tal torna-se imposśıvel a sua análise e proces-
samento por calculadores númericos pelo que, se torna necessário proceder à sua
amostragem, sendo a versão amostrada x̂(t)

x̂(t) =
+∞
∑

k=−∞
x(kT )p(t − kT ), (2-2.1)

onde x(kT ) representa a amplitude do sinal x no ponto kT , k é um número inteiro k ∈
Z, p(t) é uma “função” infinitamente estreita no ponto t = 0 e zero para t 6= 0 (como
por exemplo o Dirac) e T é o intervalo de amostragem. Mediante certas condições
sobre o sinal p(t) e o intervalo de amostragem T , o sinal x(t) pode ser substituido
pelo conjunto de amostras x(kT ). Assim se o sinal x(t) tomar um número infinito de
valores no intervalo t ∈ [a, b], x(kT ) tomará igualmente um número finito de valores
para ka,≤ k ≤ kb, onde ka = int[a/T ] e kb = int[b/T ]+1. Por vezes, para simplificar a
notação, o sinal discreto x(kT ) escreve-se apenas x(k), xk ou ainda x[k]. Normalmente
sinais digitais são sinais discretos cuja amplitude foi também discretizada. Por abuso
de linguagem, utilizaremos indiferenciadamente a denominação sinais digitais e sinais
discretos.
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2.3 Excitações e respostas de sistemas LIT

2.3.1 Definição

De acordo com o que foi dito, relativamente aos espaços de entrada e de sáıda, um
sistema estável transformará um sinal do espaço de entrada num sinal do espaço
de sáıda. Vamos por enquanto adoptar uma representação de um sinal sob forma
de uma função cont́ınua, real e de variável real, que é o tempo t. Assim podemos
simplesmente dizer que o sinal de entrada x(t) se transforma no sinal de sáıda y(t)
através da transformação L tal que

y(t) = L[x(t)]. (2-3.1)

A transformação L é dita invariante no tempo se, e só se, o modo como opera no
espaço de entrada não se altera por translação temporal, assim

L[x(t − t0)] = y(t − t0), ∀t0. (2-3.2)

A transformação L é linear se e só se

L[ax1(t) + bx2(t)] = aL[x1(t)] + bL[x2(t)]

= ay1(t) + by2(t). (2-3.3)

Podemos agora generalizar sob forma de combinação linear

L[
N

∑

i=1

aixi(t)] =
N

∑

i=1

aiL[xi(t)]

=
N

∑

i=1

aiyi(t), (2-3.4)

para o caso em que N é finito. Quando N é infinito e quando o somatório se trans-
forma em integral temos que

L[
∞
∑

i=1

aixi(t)] =
∞
∑

i=1

aiL[xi(t)]

=
∞
∑

i=1

aiyi(t), (2-3.5)

e ainda que

L[
∫

a(u)x(t, u)du] =
∫

a(u)L[x(t, u)]du. (2-3.6)

Neste caso dizemos que L é um operador linear e invariante no tempo. Por extensão,
um sistema que implemente o operador L é chamado um Sistema Linear e Invariante
no Tempo (SLIT).
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No caso discreto temos, de forma idêntica a (2-3.4), que o operador L é linear se e
só se

L[
N

∑

i=1

aixi[k]] =
N

∑

i=1

aiL[xi[k]]

=
N

∑

i=1

aiyi[k], (2-3.7)

e invariante no tempo se

L[x[k − k0]] = y[k − k0], ∀k0 ∈ Z. (2-3.8)

Convém agora definir conjuntos de sinais de excitação “convenientes”.

2.3.2 O impulso de Dirac - definição

No sentido estritamente matemático o impulso de Dirac não é uma função mas sim
uma entidade matemática que toma o nome de função generalizada ou distribuição.
Para mais detalhes ver, por exemplo, Guelfand e Chilov [2]. A nossa aproximação será
mais intuitiva do que matematicamente exacta, o que é largamente suficiente para
as necessidades em teoria do sinal e outras aplicações em electrónica e comunicações.
Podemos definir o impulso de Dirac como o limite da sequência de funções pares pn(x)
tal que

δ(x) = lim
n→0

pn(x) =
{

0 x 6= 0
∞, x = 0

(2-3.9)

e que
∫ ∞

−∞
δ(x)dx =

∫ ∞

−∞
pn(x)dx = 1, ∀n (2-3.10)

Uma sequência de funções que tem as propriedades desejadas é a definida por

pn(x) =

{

1/n, x ∈ [−n/2, n/2]
0, outro x.

(2-3.11)

e que de alguma forma é aparentada à função porta usualmente utilizada em teoria
do sinal.

No caso do Dirac discreto temos a seguinte definição

d[k] = lim
n→0

pn[k] =
{

0 k 6= 0
∞, k = 0

. (2-3.12)

Propriedades:
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1) a primeira e principal propriedade do impulso de Dirac é denominada sifting
property e define-se por

∫ ∞

−∞
δ(x − a)g(x)dx = g(a), (2-3.13)

quando a função g(x) é cont́ınua no ponto a. Quando g(x) tem uma discontinuidade
em a então a sifting property resulta em

∫ ∞

−∞
δ(x − a)g(x)dx =

1

2
[g(a−) + g(a+)]. (2-3.14)

Podemos facilmente demonstrar (2-3.13) utilizando (2-3.11) e fazendo tender n →
0. Assim (2-3.13) escreve-se

∫ ∞

−∞
pn(x − a)g(x)dx =

∫ a+n/2

a−n/2
pn(x − a)g(x)dx, (2-3.15)

dado que pn(x)g(x) é zero fora do intervalo considerado. Tomando o limite de (2-3.15)
temos

lim
n→0

∫ a+n/2

a−n/2
pn(x − a)g(x)dx = g(a)lim

n→0

∫ a+n/2

a−n/2
pn(x − a)dx

= g(a), (2-3.16)

visto que quando n → 0 g(x) será aproximadamente constante e igual a g(a) este
pode sair do integral que por si só representa a superf́ıcie da função pn(x) que devido
a (2-3.10) é igual a 1.

2) as derivadas sucessivas do impulso de Dirac encontram-se ligadas pela relação

δ(m)(t) = (−1)mm!
δ(t)

tm
. (2-3.17)

Esta relação demonstra-se começando por notar que devido a (2-3.9)

xδ(x) = 0, (2-3.18)

cuja derivada se escreve
xδ′(x) + δ(x) = 0, (2-3.19)

e que nos permite escrever

δ′(x) = −δ(x)

x
, (2-3.20)

o que nos dá (2-3.17) por derivação sucessiva.

3) outra propriedade útil do Dirac é
∫ ∞

−∞
g(t)δ′(t − a)dt = g′(a). (2-3.21)
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4) e ainda outras propriedades

∫ ∞

−∞
g(t)δ(n)(t − a)dt = (−1)ng(n)(a), (2-3.22)

δ(−t) = δ(t), (2-3.23)

δ(at) = δ(t)/|a|, (2-3.24)

δ′(−t) = δ′(t), (2-3.25)
∫ ∞

−∞
δ(a − t)δ(t − b)dt = δ(a − b), (2-3.26)

g(t)δ′(t) = g′(0)δ(t) + g(0)δ′(t). (2-3.27)

2.3.3 Relação com a função degrau unidade

Figura 2.1: aproximação da função degrau unidade.

Fazendo o integral de (2-3.11) (figura 2.1) obtemos para n ≥ 0,























∫ t

−∞
pn(x)dx = 0, t < −n/2

1

2
+

t

n
, |t| ≤ n/2

1, t > n/2

(2-3.28)

que, quando n → 0, tende para a função degrau unidade u(t) definida por

u(t) =
∫ t

−∞
δ(x)dx = 0, t < 0

= 1, t > 0 (2-3.29)

temos então que
du(t)

dt
= u′(t) = δ(t). (2-3.30)
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2.3.4 Sinais de entrada: respostas indicial e impulsiva

A utilidade das propriedades dos sistemas lineares é amplamente justificada pelo
facto de que se um determinado sinal puder ser decomposto numa soma de funções
de base então podemos calcular a resposta de um sistema linear conhecendo apenas a
resposta do sistema às funções de base. Para concretizar este aspecto será necessário
rever as noções de resposta indicial e resposta impulsiva.

Resposta indicial: a resposta de um sistema (inicialmente em repouso) a um
degrau unidade é por definição a resposta indicial, a(t). Esta resposta, que representa
o sistema no domı́nio do tempo, permite determinar o sinal de sáıda de um sistema
quando o sinal de entrada é decompońıvel numa soma de funções degrau unidade
ponderadas em amplitude e atrasadas umas em relação às outras. Pode-se além disso
demonstrar que qualquer função em geral se pode decompor numa soma infinita de
degraus ponderados e atrasados - este facto leva directamente à noção de integral de
convolução.

Exemplo: tomemos como exemplo o caso do circuito CR da figura 2.2(a). Pretende-
se, num primeiro tempo, calcular a resposta indicial a(t) do circuito e num segundo
tempo a resposta ao sinal de entrada e1(t) representado na figura 2.2(b).

Figura 2.2: circuito CR (a) e função em escada (b).

Solução: a lei da malhas aplicada na malha única da figura 2.2(a)permite-nos escre-
ver as seguintes equações:











e1(t) = vc(t) + e2(t), (1)

i(t) = C dvc(t)
dt

, (2)
e2(t) = Ri(t), (3)

onde vc(t) é a tensão aos terminais do condensador C. Substituindo para i(t) da (3)
na (2) temos que

e2(t)

RC
=

dvc(t)

dt
. (2-3.31)
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Derivando (1) em relação a t obtemos

de1(t)

dt
=

dvc(t)

dt
+

de2(t)

dt
(2-3.32)

e substituindo finalmente (2-3.31) nesta última equação permite escrever a equação
que rege este circuito como

de2(t)

dt
+

e2(t)

τ
=

de1(t)

dt
, (2-3.33)

onde τ = RC é a constante de tempo do circuito. A solução desta equação obtem-se
de forma clássica como a soma da solução geral da equação sem segundo membro
(equação homogénea) com uma solução particular da equação com segundo membro
(ver disciplinas de Análise Matemática). Assim a solução geral da equação homogénea
escreve-se

e′2(t) = Ae−t/τu(t),

onde u(t) é a função degrau unidade e A é uma constante a determinar.A solução
particular da equação com segundo membro se obtem para t > 0 e quando e1(t) =
u(t), degrau unidade, como

e′′2(t) = Be−t/τu(t),

e por isso a solução geral é da forma

e2(t) = Ke−t/τu(t),

onde K é uma constante que depende dos valores iniciais da tensão aplicada, que no
caso do degrau unidade, permite dizer que K = 1 e assim a resposta indicial deste
sistema é

a(t) = e−t/τu(t)

A resposta e2(t) quando e1(t) é o sinal da figura 2.2(b) obtem-se a partir da resposta
indicial a(t) notando que e1(t) se pode escrever como uma série de funções degrau
unidade

e1(t) = 2u(t) + 4u(t − 1) − 6u(t − 2)

e neste caso, visto que se trata de um SLIT - sistema linear e invariante no tempo, a
resposta é simplesmente

e2(t) = 2a(t) + 4a(t − 1) − 6a(t − 2)

= 2e−t/τu(t) + 4e−(t−1)/τu(t− 1) + 6e−(t−2)/τu(t − 2).

Resposta impulsiva: a resposta de um sistema (inicialmente em repouso) a um
impulso de Dirac unitário é por definição a resposta impulsiva, h(t). Visto que o
impulso de Dirac é a derivada (no sentido lato) do degrau unidade, podemos dizer
que a resposta impulsiva é a derivada da resposta indicial. Como no caso da resposta
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indicial, conhecendo a resposta impulsiva de um sistema linear podemos determinar
a resposta a qualquer sinal representado por uma série infinita de impulsos de Dirac
ponderados e atrasados uns em relação aos outros.

Exemplo: a resposta impulsiva de um dado sistema linear é h(t). Determine a
resposta do sistema a uma excitação

x(t) = 2δ(t) + 4δ(t − 1) − 6δ(t − 2)

Solução: por superposição podemos dizer que a resposta y(t) se escreve

y(t) = 2h(t) + 4h(t − 1) − 6h(t − 2)

Existem várias formas de introduzir a noção de resposta impulsiva. Adoptaremos
uma forma intuitiva começando pela noção de impulsão breve e impulsão de Dirac.
Como é evidente, impulsos de Dirac não existem no mundo real. Porém impulsos
”breves” são perfeitamente realizáveis, o que passa pela definição do que se entende
por ”breve”. ”Breve” em relação a quê ? Vamos, por exemplo, considerar o caso
de um impulso - por enquanto de forma temporal indeterminada - e de duração ∆.
Este impulso é aplicado à entrada de um sistema linear de resposta impulsiva h(t)
cujo ”tempo de resposta” é definido seja pelo seu peŕıodo (no caso de um sistema
oscilante) seja pela sua constante de tempo (no caso de um sistema amortecido).

Vamos supôr arbitrariamente que o tempo de resposta no nosso caso é λ. Neste
caso podemos aceitar com alguma facilidade que o impulso seja breve em relação a
h(t) se ∆ << λ. A vantagem é que neste caso a resposta do sistema ao impulso
”breve” se encontra facilmente e é dada por

y(t) = Ah(t) (2-3.34)

onde A é a área contida sob o impulso e tem a ver com o facto que se a resposta
impulsiva h(t) é a resposta do sistema a um impulso de Dirac de área unitária (ver
integral (2-3.10)) então se o impulso tiver área A então a resposta será simplesmente
Ah(t). Justificaremos mais adiante o facto de que esta resposta só é válida para
t > ∆.

Exemplo: mais uma vez fazemos apelo a um circuito eléctrico, como aquele repre-
sentado na figura 2.3. Determinar a resposta e2(t) do circuito da figura 2.3(a), ao
impulso triangular representado na figura 2.3(b).

Solução: demonstra-se que este circuito simples composto por uma bobine e uma re-
sistência é regido pela equação diferencial de primeira ordem e coeficientes constantes
com segundo membro do tipo

e1(t) = 2
de2(t)

dt
+ e2(t)
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Figura 2.3: circuito RL (a) e função triangular de duração 0.2 segundos (b).

a partir da qual utilizando exactamente o mesmo racioćınio que no exemplo anterior
mas neste caso para um sinal de entrada do tipo impulso de Dirac obtemos

e′2(t) = Ae−t/2u(t),

para a solução geral da equação sem segundo membro,

e′′2(t) = Be−t/2u(t),

para a solução forçada da equação com segundo membro e onde se obtém a solução
geral sob a forma

e2(t) = h(t) =
1

2
e−t/2u(t),

onde o coeficiente 1/2 vem do facto das condições iniciais para t = 0 onde a tensão
e2(0) = 1/2. Pode-se assim ver que o tempo de resposta do sistema ou constante de
tempo é λ = 2 s. Visto que a duração do impulso é de 0.2 s, verifica-se bem que a
constante de tempo λ >> 0.2 o que faz com que possamos considerar o impulso como
”breve”. A superf́ıcie do impulso triangular é dada por A = 100×0.2

2
= 10, por isso

podemos aproximar
e1(t) ≈ 10δ(t)

e nesse caso a resposta escreve-se e2(t) = h(t) ∗ e1(t) ou seja

e2(t) ≈ 5e−t/2u(t)

A figura 2.4 mostra, num mesmo sistema de eixos, o sinal de entrada e1(t), a resposta
exacta e a resposta aproximada e2(t). Podemos facilmente notar que a diferença entre
as respostas exacta e aproximada é significativo apenas durante a duração - breve - do
sinal de entrada, i.e., aproximadamente 0.2 segundos. A partir desse ponto a solução
aproximada e a solução exacta são muito semelhantes e poderemos então dizer que a
aproximação é muito boa para t > ∆.
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Figura 2.4: resposta de um circuito RL a um função triangular.

2.3.5 Produto de convolução

O produto de convolução é o resultado da generalização da resposta de um sistema
linear invariante a uma função arbitrária. A função arbitrária poderá ser representada
seja por uma soma de impulsos de Dirac seja por uma soma de degraus unidade.

Figura 2.5: aproximação por uma série de rectângulos.

Representação por impulsos de Dirac: Consideremos a figura 2.5 onde o sinal
de entrada x(t) se encontra aproximado graficamente por uma série de rectângulos de
duração ∆τ e de amplitude x(∆τ). Devemos considerar que as funções rectangulares
são ”breves” em relação a x(t) o que é equivalente a considerar que o sinal x(t) varia
pouco durante a duração de cada impulso rectangular. Consideremos agora o impulso
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de ordem n: a sua área An é igual a An = x(n∆τ)∆τ , se considerarmos que a sua
largura ∆τ << λ, onde λ é a constante de tempo do sistema podemos aproximar cada
rectângulo por um impulso de Dirac de forma Anδ(t− nτ). Este impulso provoca no
sistema uma resposta Anh(t − nτ). Para obter a resposta global ao sinal x(t) temos
que fazer o somatório discreto de um número infinito de impulsos rectangulares, ou
Diracs se fizermos a aproximação ∆τ << λ, tal que

∞
∑

n=−∞
[x(n∆τ)∆τ ]δ(t − n∆τ) →

∞
∑

n=−∞
[x(n∆τ)∆τ ]h(t − n∆τ), (2-3.35)

quanto mais ∆τ → 0 melhor será a aproximação de x(t) pela série de rectângulos.
No limite, teremos que ∆τ → dτ e assim

∑∞
n=−∞ → ∫ +∞

−∞ e n∆τ → ndτ = τ . Assim,
passando ao limite, a equação anterior escreve-se

∫ +∞

−∞
x(τ)δ(t − τ)dτ →

∫ +∞

−∞
x(τ)h(t − τ)dτ, (2-3.36)

em poucas palavras podemos dizer que a expressão à esquerda é o sinal x(t) de
excitação do sistema e a expressão do lado direito é a resposta y(t) do sistema a essa
mesma excitação, assim, sob forma de equação podemos escrever,

y(t) =
∫ +∞

−∞
x(τ)h(t − τ)dτ. (2-3.37)

Esta última expressão é a relação procurada e chama-se integral de convolução. De
uma forma abreviada, podemos notar (2-3.37) como

y(t) = x(t) ∗ h(t). (2-3.38)

No exemplo anterior, se o sinal x(t) fosse considerado como sendo igual a zero para
t < 0 (dir-se-ia que x(t) seria um sinal causal) e a equação de convolução (2-3.37)
seria dada por

y(t) =
∫ ∞

0
x(τ)h(t − τ)dτ, (2-3.39)

onde o limite inferior do integral passou a ser 0. Ainda se ambos os sinais, x(t) e a
resposta impulsiva h(t), forem causais teŕıamos que h(t − τ) 6= 0 para t − τ ≥ 0 ou
seja para τ ≤ t e nesse caso o integral de convolução toma a forma

y(t) =
∫ t

0
x(τ)h(t − τ)dτ. (2-3.40)

Antes de passarmos aos exemplos devemos referir a equação de convolução para o
caso de sinais e sistemas discretos. Utilizando (2-3.37) podemos escrever

y[k] =
∞
∑

n=−∞
x[n]h[k − n], (2-3.41)
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que para o caso em que tanto o sistema como o sinal de entrada são causais, se reduz
a

y[k] =
k

∑

n=0

x[n]h[k − n], (2-3.42)

em pleno acordo com (2-3.40).

Exemplo: a t́ıtulo de exemplo podemos mencionar o sistema dado pela equação
entrada-sáıda

y(t) = x(t − t0), (2-3.43)

onde se pretende determinar a resposta impulsiva do sistema h(t). Utilizando a
propriedade de sifting (2-3.13) notamos que esta nos permite escrever o sinal x(t−t0)
como

x(t − t0) =
∫ ∞

−∞
δ(t − t0 − τ)x(τ)dτ, (2-3.44)

de onde por identificação
h(t) = δ(t − t0), (2-3.45)

é a resposta impulsiva do sistema procurado.

Representação gráfica da convolução: sem prejúızo do resultado, e para simpli-
ficar, vamos considerar que ambos os sinais a convoluir são causais, assim o integral
de convolução escreve-se

y(t) =
∫ t

0
x(τ)h(t − τ)dτ (2-3.46)

o que implica uma sucessão de cinco operações:

1. mudança de variável

2. dobragem de uma função (rotação)

3. atraso de t em relação a τ

4. produto entre as funções

5. integração

Consideremos a figura 2.6 através da qual podemos seguir as operações da con-
volução passo a passo. A primeira operação muda apenas as variáveis de t em τ ,
variável de integração. A segunda operação executa uma rotação de 180 graus em
torno do eixo das ordenadas para a função h(τ) de forma a obter h(−τ): a esta
operação chamamos dobragem ou rotação de 180 graus. A terceira operação consiste
no atraso de t de uma função já dobrada para de h(−τ) obter h(t − τ). Estas duas
últimas operações de dobragem e atraso são obviamente permutáveis sendo posśıvel
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Figura 2.6: convolução gráfica.
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fazer primeiro o atraso e só depois a dobragem. O produto das duas funções permite
obter a função f(t, τ) da figura 2.6. o resultado do integral é a superf́ıcie sob esta
função, dando o valor do resultado y(t). Fazendo variar o valor de t, i.e., deslocado
de novo h(t − τ) em relação a x(τ) permite-nos obter finalmente a função resultante
y(t) para qualquer t.

Exemplo: um sistema é representado pela sua resposta impulsiva h(t), tal que h(t) =
0, para t < 0. Determinar por convolução, a resposta y(t) à excitação x(t) definida
por

x(t) =



















0 t < 0;
(E

T
)t, 0 < t < T/2;

E − (E
T
)t, T/2 < t < T ;

0, t > T.

Solução: encontra-se facilmente usando x(τ) por substituição de t por τ na função
acima e fazendo a convolução com h(t − τ),

t < 0 y(t) = 0,
0 < t < T/2, y(t) =

∫ t
0(

E
T
)τh(t − τ)dτ,

T/2 < t < T, y(t) =
∫ T/2
0 (E

T
)τh(t − τ)dτ +

∫ t
T/2 E(1 − τ

T
)h(t − τ)dτ,

T < t, y(t) =
∫ T/2
0 (E

T
)τh(t − τ)dτ +

∫ T
T/2 E(1 − τ

T
)h(t − τ)dτ.

2.3.6 Propriedades e teoremas

Mudança de variável: os argumentos t− τ e τ no integral de convolução podem
ser permutados, o que se obtem a partir da definição

y(t) = x(t) ∗ h(t)

=
∫ ∞

−∞
x(t − τ)h(τ)dτ (2-3.47)

fazendo a mudança de variável λ = t − τ , obtendo-se

y(t) = −
∫ −∞

∞
x(λ)h(t − λ)dλ

=
∫ ∞

−∞
x(λ)h(t − λ)dλ

= h(t) ∗ x(t), (2-3.48)

o que é equivalente a demonstrar que

x(t) ∗ h(t) = h(t) ∗ x(t), (2-3.49)

e portanto o produto de convolução é comutativo.
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Derivadas do produto de convolução: vamos supôr que

y(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t − τ)dτ, (2-3.50)

derivando em relação a t temos

y(1)(t) =
dy(t)

dt
=

∫ ∞

−∞
x(τ)

dh(t − τ)

dt
dτ +

∫ ∞

−∞

dx(τ)

dt
h(t − τ)dτ, (2-3.51)

expressão na qual o segundo termo é nulo visto que x(τ) não depende de t. Assim
podemos escrever que

y(1)(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(1)(t − τ)dτ =

∫ ∞

−∞
x(1)(t − τ)h(τ)dτ, (2-3.52)

utilizando facto da comutatividade do produto de convolução. De uma forma geral
temos que

y(n)(t) = x(n)(t) ∗ h(t) = x(t) ∗ h(n)(t), (2-3.53)

Convolução com um impulso: se a função de excitação é um Dirac a resposta
do sistema é simplesmente

y(t) =
∫ ∞

−∞
h(τ)δ(t − τ)dτ

=
∫ ∞

−∞
δ(τ)h(t − τ)dτ

= h(t), (2-3.54)

devido à propriedade (2-3.13). Assim, como aliás o seu nome indica, a resposta de
um sistema a um impulso é a resposta impulsiva.

A equação (2-3.54) permite-nos escrever uma relação simples mas suficientemente
importante que é

h(t) =
∫ ∞

−∞
h(τ)δ(t − τ)dτ, (2-3.55)

ou seja, por palavras: qualquer função x(t) pode ser representada por uma soma
cont́ınua de impulsos de Dirac ponderados.

Resposta a um degrau unidade: a resposta de um sistema linear a um degrau
unidade u(t) é chamada a resposta indicial e é representada por a(t),

a(t) = h(t) ∗ u(t)

=
∫ ∞

−∞
h(τ)u(t − τ)dτ

=
∫ t

−∞
h(τ)dτ. (2-3.56)
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Devido à relação (2-3.53) podemos escrever a derivada da resposta indicial a(t) como

da(t)

dt
= h(t) ∗ du(t)

dt
= h(t) ∗ δ(t) = h(t), (2-3.57)

o que define a derivada da resposta indicial como sendo igual à resposta impulsiva.

Exemplo: considere um sistema cuja resposta impulsiva é h(t) = u(t) − u(t − t0),
com t0 > 0.

1. qual a resposta do sistema a um sinal de entrada δ(t) ? E a δ(t − t0) ?

2. calcule e presente a resposta indicial a(t) do sistema ?

3. calcule e represente a resposta do sistema a um sinal de entrada x(t) = u(t) −
u(t− t0).

2.4 Sistemas estáveis

Por definição um sistema linear é dito estável se, qualquer sinal de entrada limitado
produz um sinal de sáıda também limitado. Podemos igualmente deduzir a condição
necessária para a resposta impulsiva do sistema. Partindo do integral de convolução

y(t) =
∫ ∞

−∞
h(τ)x(t − τ)dτ, (2-4.1)

e tomando o valor absoluto em ambos os lados

|y(t)| = |
∫ ∞

−∞
h(τ)x(t − τ)dτ |

≤
∫ ∞

−∞
|h(τ)||x(t − τ)|dτ, (2-4.2)

se o sinal de entrada x(t) é limitado, quer dizer que existe pelo menos um valor M
tal que

|x(t)| ≤ M < ∞, ∀t (2-4.3)

e portanto (2-4.2) pode-se escrever

|y(t)| ≤ M
∫ ∞

−∞
|h(τ)|dτ, ∀t (2-4.4)

que será finito se e só se
∫ ∞

−∞
|h(τ)|dτ < ∞, ∀t (2-4.5)

de onde podemos deduzir a condição de estabilidade para um sistema que é que a
sua resposta impulsiva deverá ser absolutamente integrável - equação (2-4.5).
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2.5 Sistemas causais

Como já tivemos a ocasião de referir anteriormente um sistema é causal se a sua
resposta impulsiva h(t) = 0 para t < 0. A consequência directa é de que a resposta
se escreverá então

y(t) =
∫ t

−∞
x(τ)h(t − τ)dτ, (2-5.1)

se o sinal de entrada x(t) for aplicado no instante t0 e for zero antes desse instante
então temos que

y(t) =
∫ t

t0
x(τ)h(t − τ)dτ, (2-5.2)

por outras palavras a resposta do sistema será igual a zero para t < t0, i.e., antes de ser
aplicado sinal de entrada, ou ainda que a resposta não pode preceder a excitação. Para
além da causalidade e estabilidade existe ainda a noção de realizabilidade. De uma
forma genérica diz-se que um sistema é realizável se ele é simultaneamente causal
e estável.

2.6 Exemplos de operadores lineares e invariantes no tempo

Alguns exemplos de sistemas lineares podem ser, por exemplo, o sistema cuja sáıda
se escreve

y(t) = x′(t) =
dx(t)

dt
, (2-6.1)

comparação com a propriedade (2-3.53) leva-nos a escrever que neste caso h(t) = δ′(t)
e portanto,

x′(t) = x(t) ∗ δ′(t), (2-6.2)

o que é mesmo assim um resultado notável.

Outro exemplo é o caso do integral num intervalo T limitado

y(t) =
∫ t+T/2

t−T/2
x(u)du, (2-6.3)

trata-se portanto de um sistema apenas 6= 0 no intervalo [−T/2, T/2], e a sua resposta
impulsiva escreve-se

h(t) =
{

1 t ∈ [−T/2, T/2]
0 outro t

= rect
(

t

T

)

, (2-6.4)

onde rect é a função porta, neste caso de duração T .
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2.7 Equações de diferenças

Consideremos de novo o exemplo do circuito da figura 2.2, no qual o sinal de entrada
e de sáıda se encontram ligados pela equação diferencial (2-3.33). Esta é uma forma
alternativa de representar sistemas lineares invariantes no tempo (ver p.ex. sebenta
de Análise de Circuitos [3]), cuja forma geral se pode escrever

N
∑

i=0

a′
i

diy(t)

dti
=

M
∑

j=0

b′j
djx(t)

dtj
, (2-7.1)

onde x(t) e y(t) são respectivamente a entrada e a sáıda do sistema e d0σ(t)/dt0 =
σ(t). Esta representação só é válida para os sistemas inertes, ou seja, os sistemas
que estão no seu estado de repouso quando a excitação é aplicada. De algum modo o
sistema linear é caracterizado pelos coeficientes a′

i e b′i e sobretudo pelas ordens N e
M da equação diferencial. No caso do exemplo temos simplesmente que N = M = 1
com a0 = 1, a1 = RC, b0 = 0 e b1 = RC. A discretização desta equação pode ser
feita sabendo que a derivada de ordem um é dada por

dy(t)

dt
= lim

∆t→0

y(t + ∆t) − y(t)

∆t
, (2-7.2)

que pode ser aproximada por

dy(t)

dt
=

y[nT + T ] − y[nT ]

T
, (2-7.3)

para T suficientemente pequeno (condição de amostragem ideal). Sem prejúızo do
resultado podemos considerar T = 1, o que simplifica a demonstração para derivadas
de ordem superior, e escrever (2-7.1) como

N
∑

i=0

aiy[n − i] =
M
∑

j=0

bjx[n − j], (2-7.4)

onde os ai e bj são calculados a partir dos a′
i e b′j e com aN 6= 0. Esta é chamada

a equação de diferenças com coeficientes constantes e permite determinar o sinal de
sáıda do sistema y[n] a partir das amostras do sinal de entrada e dos seus valores a
instantes anteriores, o que torna esta equação de tipo recursivo. Para melhor notar
este facto podemos escrever a equação (2-7.4) sob a forma

y[n] = −
N

∑

i=1

ai

a0
y[n − i] +

M
∑

j=0

bj

a0
x[n − j], (2-7.5)

onde se assumiu que a0 6= 0. Podemos então notar que a sáıda a um dado instante é
a soma de dois termos: um que é obtido quando x[n] = 0, i.e., quando não é aplicado
nenhum sinal à entrada e só depende do próprio sinal de sáıda e do estado inicial do
sistema (solução homógenea) e outro que depende da entrada x[n] e é normalmente
chamada solução forçada. Veremos mais à frente que a resposta impulsiva h[n] do
sistema pode ser expressa através dos coeficientes ai e bj da equação de diferenças.
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2.8 Sistemas de múltiplas entradas - múltiplas sáıdas

Podemos facilmente generalizar o conceito de sistema e resposta impulsiva, ao caso
de múltiplas entradas e múltiplas sáıdas. O número de entradas J não necessita de
ser igual ao número de sáıdas I. Podemos facilmente escrever o sinal de sáıda como

yj(t) =
I

∑

i=1

hij(t) ∗ xi(t), j = 1, . . . , J, (2-8.1)

onde hij(t) represente a resposta impulsiva do sistema entre a entrada i e a sáıda j.
Impõe-se aqui introduzir uma notação matricial

y(t) = H(t) ⊗ x(t), (2-8.2)

onde

x(t) =









x1(t)
...

xI(t)









,y(t) =









y1(t)
...

yJ(t)









,H(t) =















h11(t) h12(t) . . . h1J(t)

h21(t)
. . . h2J(t)

...
. . .

...
hI1(t) . . . hIJ(t)















. (2-8.3)

e ⊗ é o operador convolução para o caso de matrizes. De notar no entanto que a
equação de convolução matricial (2-8.2), contrariamente ao caso geral, não é comu-
tativa, i.e., em geral

y(t) = H(t) ⊗ x(t) 6= x(t) ⊗H(t). (2-8.4)

2.9 Sistemas complexos e com entradas/sáıdas complexas

A passagem ao caso de sistemas complexos com entradas - e também sáıdas - com-
plexas deduz-se do caso real a duas entradas e duas sáıdas, onde

h(t) = hr(t) + jhi(t) (2-9.1)

x(t) = xr(t) + jxi(t) (2-9.2)

y(t) = yr(t) + jyi(t), (2-9.3)

e dáı podemos escrever

y(t) = h(t) ∗ x(t)

= [hr(t) + jhi(t)] ∗ [xr(t) + jxi(t)]

= hr(t) ∗ xr(t) − hi(t) ∗ xi(t) +

+j[hi(t) ∗ xr(t) + hr(t) ∗ xi(t)], (2-9.4)
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e agrupando partes reais e imaginárias

yr(t) = hr(t) ∗ xr(t) − hi(t) ∗ xi(t) (2-9.5)

yi(t) = hi(t) ∗ xr(t) + hr(t) ∗ xi(t). (2-9.6)

Fazendo uma analogia com o caso a 2 entradas - 2 sáıdas ((2-8.3) com I=2, e J=2)
podemos fazer as seguintes equivalências

hr(t) = h11(t) (2-9.7)

hi(t) = −h12(t) (2-9.8)

hr(t) = h22(t) (2-9.9)

hi(t) = h21(t), (2-9.10)

e notar que a representação de um sistema complexo pode ser feita por um sistema
real a 2 entradas - 2 sáıdas se e só se

h11(t) = h22(t) (2-9.11)

h12(t) = −h21(t). (2-9.12)
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3 Análise harmónica generalizada

3.1 Transformada de Laplace

A utilidade da Transformada de Laplace (TL) decorre da necessidade de representar
funções temporais no domı́nio da frequência complexa ou plano complexo, no qual a
variável, geralmente designada pela letra s ou p, é uma variável complexa p = σ+jω1.
Devido à utilidade da TL na manipulação de funções de variável complexa, tornou-se
um utenśılio essencial na análise e na śıntese de sistemas lineares.

3.1.1 Definição e existência

Começaremos pela sua definição no caso geral, que vem essencialmente da definição
de Transformada de Fourier (TF), e que é

F (s) =
∫ +∞

−∞
f(t)e−stdt, (3-1.1)

que é denominada Transformada de Laplace (TL) bilateral, devido ao domı́nio de in-
tegração se estender de −∞ a +∞. Devido ao facto de, na prática, nos interessarmos
quase exclusivamente pelas funções causais que são nulas para t ≤ 0, seremos levados
a utilizar mais frequentemente a TL unilateral que se escreve

F (s) =
∫ +∞

0−
f(t)e−stdt, (3-1.2)

na qual devemos no entanto precisar que o limite inferior inclui o ponto de origem
do eixo do tempo; em particular, um impulso de Dirac na origem deverá ser tido em
conta na TL. A transformada inversa é obtida, sempre através da analogia com a TF,
por

f(t) =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
F (s)estds, (3-1.3)

onde, neste caso, o integral é de variável complexa.

Uma das questões mais importante no cálculo da TL é, antes de mais, a da sua
existência. Já sabemos, a partir da TF, que a TL existe quando o integral de definição
converge no intervalo considerado. Em geral utiliza-se a noção de convergência no
sentido absoluto, i.e., que

∫ +∞

0−
|x(t)|dt < ∞, (3-1.4)

1a notação s é frequentemente utilizada na literatura anglo-saxónica, no entanto a notação p
permite uma menor confusão na manipulação de sinais, normalmente designados também pela letra
s.
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que é uma noção mais exigente do que, se em vez de |x(t)|, utilizarmos apenas x(t).
Devido ao facto de que, em teoria de sinais, a maior parte das funções são de tipo
exponencial para as quais

|x(t)| < eCt quando t → ∞,

onde C é uma constante real, coloca-se a questão de convergência para este tipo de
funções, para as quais é importante relembrar a noção de abcissa de convergência
absoluta. Podemos escrever (3-1.2) como

F (s) = lim
T→∞

∫ T

0−
f(t)e−stdt, (3-1.5)

podendo demonstrar-se que se a função f(t) for de tipo exponencial (3-1.5) converge
sempre, i.e., a sua TL existe. Além disso podemos também dizer em geral que

lim
s→∞

F (s) = 0. (3-1.6)

Trata-se aqui de determinar o domı́nio do plano s para o qual F (s) existe, de forma
a podermos calcular a TL inversa. Para cada caso espećıfico trata-se de calcular um
valor σa real tal que

Re[F (s)] > σa, (3-1.7)

neste caso σa é chamada abcissa de convergência absoluta.

Exemplo: calcular a abcissa de convergência da função f(t) = eαt.

Temos então que

F (s) = lim
T→∞

∫ T

0−
eαte−stdt,

que se pode fácilmente calcular como sendo

F (s) = lim
T→∞

1 − e−(s−α)T

s − α
,

e torna-se neste caso claro que F (s) só existe (ou só toma valores finitos) para s > α,
i.e.,

F (s) =

{

1
s−α

s > α;
∞ s < α,

e por isso a abcissa de convergência absoluta é neste caso σa = α.

3.1.2 Pólos e zeros duma função

Quase todas as funções de variável s que consideraremos podem ser colocadas sob a
forma de fração racional

F (s) =
N(s)

D(s)
=

bmsm + bm−1s
m−1 + . . . + b1s + b0

ansn + an−1sn−1 + . . . + a1s + a0
. (3-1.8)
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Figura 3.1: localização de pólos e zeros no plano complexo: um pólo real (a), dois
pólos e um zero reais (b) e dois pólos imaginários puros complexos conjugados (c).

De uma forma equivalente podemos exprimir os polinómios N(s) e D(s) em função
das suas ráızes,

F (s) =
N(s)

D(s)
= A

(s − sz1)(s − sz2) . . . (s − szi) . . . (s − szm)

(s − sp1)(s − sp2) . . . (s − spj) . . . (s − spn)
, (3-1.9)

onde A = bm/an é uma constante. A partir de (3-1.9) podemos facilmente determinar
as valores de s (em geral complexos) para as quais F (s) toma valores extremos, i.e.,
valores zero ou valores infinitos, consoante são ráızes do numerador ou denominador,
e são chamados pólos e zeros respectivamente.

Exemplos: vejamos alguns exemplos de TL e a sua representação no plano complexo
com a respectiva localização de pólos e zeros.

A) f(t) = e−αtu(t)

temos que

F (s) =
∫ ∞

0−
e−αte−stdt =

[

e−(s+α)t

−(s + α)

]∞

0−

=
1

s + α
,

que tem apenas um pólo para s = −α como representado na figura 3.1(a).

B) f(t) = (e−2t + e−4t)u(t)

temos neste caso que

F (s) =
∫ ∞

0−
e−(s+2)tdt +

∫ ∞

0−
e−(s+4)tdt,

de onde utilizando o resultado anterior duas vezes com os devidos valores para α,

F (s) =
1

s + 2
+

1

s + 4
= 2

s + 3

(s + 2)(s + 4)
,

com um zero em -3 e dois pólos: um em -4 e outro em -2, conforme representado na
figura 3.1(b).
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C) f(t) = cos(ω0t)u(t)

F (s) =
∫ ∞

0−
cos(ω0t)e

−stdt

onde utilizando a forma de Euler,

F (s) =
1

2

∫ ∞

0−
e−(s+jω0)tdt +

1

2

∫ ∞

0−
e−(s−jω0)tdt

e utilizando mais uma vez o resultado anterior

F (s) =
1/2

s − jω0
+

1/2

s + jω0
=

s

(s − jω0)(s + jω0)
,

e neste caso teremos pólos complexos conjugados no eixo imaginário e um zero em
s = 0 que se encontram representados na figura 3.1(c).

3.1.3 Teoremas simples da Transformada de Laplace

Na prática mais do que a própria definição, convém conhecer algumas das proprieda-
des mais relavantes da TL, de modo a facilitar a sua aplicação à análise de sistemas.

1. Atraso no domı́nio temporal: o cálculo da TL de g(t) = f(t− t0) faz-se através de

TL[f(t − t0)] =
∫ ∞

0−
f(t − t0)e

−stdt,

onde colocando τ = t − t0, e dτ = dt permite escrever

TL[f(t − t0)] =
∫ ∞

−t
f(τ)e−s(t0+τ)dτ,

e de onde notando que a função causal f(t) = 0 para t < 0 permite deduzir o resultado
final

TL[f(t − t0)] = e−st0F (s). (3-1.10)

2. Diferenciação no domı́nio de Laplace: demonstra-se facilmente calculando a deri-
vada de

F (s) =
∫ ∞

0−
f(t)e−stdt, (3-1.11)

em relação a s que é

G(s) =
dF (s)

ds
=

∫ ∞

0−
[−tf(t)]e−stdt, (3-1.12)
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e portanto temos o par

TL[tf(t)] = −dF (s)

ds
, (3-1.13)

e por dedução à ordem n

TL[(−t)nf(t)] =
dnF (s)

dsn
. (3-1.14)

3. Famı́lia de impulsos: a famı́lia de Diracs começa com o degrau unidade u(t) =
u−1(t) para o qual se pode facilmente calcular

TL[u(t)] =
1

s
, (3-1.15)

em seguida, utilizando (3-1.14)

TL[tnu(t)] =
n!

sn+1
. (3-1.16)

Podemos agora generalizar à famı́lia de impulsos com a ajuda de (3-1.14)

TL[u−n(t)] = s−n. (3-1.17)

onde u−n(t) designa o integral de ordem n do impulso de Dirac, tal que u−1(t) = u(t),
u−2(t) será a rampa unitária, etc.

4. Diferenciação temporal: pode-se demonstrar que

TL

[

df(t)

dt

]

= sF (s) − f(0−), (3-1.18)

onde f(0−) representa o valor da função temporal no instante inicial. A demonstração
obtem-se fazendo

G(s) = TL

[

df(t)

dt

]

=
∫ ∞

0−

df(t)

dt
e−stdt, (3-1.19)

de onde fazendo a mudança de variável dv = df(t) e u = e−st e integrando por partes,

G(s) = [e−stf(t)]∞0− −
∫ ∞

0−
f(t)[−se−st], dt (3-1.20)

admitindo que f(t) é de tipo exponencial temos que para o extremo superior (∞) o
primeiro termo dá zero e para t = 0− dá f(0−). Em relação ao segundo termo é fácil
ver que se trata de sF (s) e por isso o resultado encontra-se como sendo

G(s) = −f(0−) + sF (S). (3-1.21)
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As derivadas de ordem superior obtêm-se por extensão do caso precedente tal que

TL

[

dnf(t)

dtn

]

= snF (S) − sn−1f(0−) − . . . − f (n−1)(0−). (3-1.22)

5. Integração temporal: podemos ver facilmente que

TL[
∫ t

0−
f(τ)dτ ] =

F (s)

s
, (3-1.23)

que se demonstra colocando

g(t) =
∫ t

0−
f(τ)dτ, (3-1.24)

o que implica g(0−) = 0. Como podemos escrever que a TL[dg(t)/dt] = TL[f(t)] =
F (s), utilizando (3-1.21), podemos escrever que TL[dg(t)/dt] = sG(s)−g(0−). Assim,
visto que g(0−) = 0 podemos escrever que F (s) = sG(s) e finalmente provar (3-1.23).

6. Teorema do valor inicial: prova-se que, para as funções sem descontinuidades na
origem, podemos determinar o valor da função temporal para t = 0 através de

f(0) = lim
s→∞

sF (s). (3-1.25)

7. Teorema do valor final: prova-se igualmente que o valor final da função temporal
se pode determinar através de

f(∞) = lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

sF (s). (3-1.26)

8. TL do produto de convolução: consideremos o produto de convolução entre duas
funções f1(t) e f2(t) tal que

TL[f1(t) ∗ f2(t)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f1(τ)f2(t − τ)dτe−stdt

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f1(τ)f2(λ)e−s(λ+τ)dτdλ

=
∫ +∞

−∞
f1(τ)e−sτdτ

∫ +∞

−∞
f2(λ)e−sλdλ

= F1(s)F2(s) (3-1.27)

onde foi utilizada a mudança de variável λ = t − τ com a respectiva alteração no
integral. Assim podemos ver que a TL do produto de convolução entre dois sinais,
resulta no produto simples das TL dos sinais.
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9. Funções periódicas causais: é frequente na prática querermos determinar a TL de
uma função periódica. Tomemos como exemplo o caso simples de uma função g(t) =
f(t) + f(t − T ), resultante da repetição da função f(t) com um intervalo T . Assim
podemos directamente escrever

G(s) = TL[g(t)] = TL[f(t)] + TL[f(t)]e−sT ,

onde utilizámos (3-1.10). Ou ainda

G(s) = F (s)[1 + e−sT ]. (3-1.28)

A partir deste caso simples deduzimos directamente o caso geral do sinal periódico
causal onde se o sinal g(t) se escrever

g(t) =
∞
∑

k=0

f(t − kT ), (3-1.29)

então, a partir de (3-1.28), temos que

G(s) = F (s)
∞
∑

k=0

e−kTs

ou ainda, utilizando o desenvolvimento em série de 1/(1 − x) para |x| < 1 (ver D.3),

G(s) =
[

1

1 − e−Ts

]

F (s) (3-1.30)

Exemplo: queremos determinar a TL da função periódica causal e limitada no
tempo dada por

g(t) =
N

∑

k=0

f(t − kT )

A solução deste problema pode obter-se através da utilização de (3-1.30) tal que

g(t) =
∞
∑

k=0

f(t − kT ) −
∞
∑

k=N+1

f(t − kT ),

onde a TL do segundo termo é uma soma de termos de uma progressão geométrica
de razão e−Ts e cujo primeiro termo é e(N+1)Ts. Assim podemos escrever que

TL[g(t)] =
F (s)

1 − e−Ts
− F (s)e−(N+1)Ts

1 − e−Ts

ou mais condensado

G(s) =
1 − e−(N+1)Ts

1 − e−Ts
F (s).

que é o resultado procurado.
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3.1.4 Transformada de Laplace Inversa

A definição da Transformada de Laplace Inversa (TLI) foi dada em (3-1.3). A neces-
sidade do cálculo da TLI é evidentemente a de permitir a obtenção da (ou das) função
(ões) temporal (ais) resultado da análise complexa do sistema. Existem fundamen-
talmente duas formas de resolver (3-1.3): uma através da integração directa e outra
através do reconhecimento da unicidade da TL. O primeiro método é geralmente ex-
tremamente trabalhoso pois implica o cálculo dos reśıduos para cada pólo simples da
função F (s)est e para um determinado contorno no plano s - este método apesar de
ser bastante elegante não é quase nunca utilizado. Em vez disso, utiliza-se o segundo
método que consiste em considerar que f(t) e F (s) formam um par único e por isso se
TL[f(t)] = F (s) então temos que TLI[F (s)] = f(t). Por isso basta-nos colocar F (s)
sob uma forma cuja a função temporal é conhecida. Em geral sob a forma da soma
de vários termos que são transformadas de Laplace de funções temporais conhecidas
para podermos dizer que o sinal temporal resultante f(t) não é mais do que a soma
dessas funções temporais.

Exemplos:

A) consideremos o caso da função simples,

F (s) = 10s−1,

portanto f(t) = 10u(t), porque já tinhamos visto que TL[u(t)] = 1/s.

B) ou o caso da função

G(s) =
e−s

s + 2
,

onde, sabendo que a TL de um atraso puro é
∫ ∞

−∞
δ(t − 1)e−stdt = e−s,

e que
∫ ∞

0
e−2te−stdt =

1

s + 2
,

podemos deduzir que
f(t) = e−2(t−1)u(t − 1).

No caso de funções mais complexas (frequentes na prática) torna-se dif́ıcil identifi-
car os inversos por observação directa. Na maior parte dos casos trata-se de frações
racionais complexas e a sua inversão passa pela decomposição em termos simples
cujos inversos sejam conhecidos, como por exemplo, a função

F (s) =
(2s + 2)

s2 + 7s + 12
,
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que se pode decompor em fracções simples como

F (s) =
(2s + 2)

s2 + 7s + 12
=

A1

s + 3
+

A2

s + 4
,

onde os coeficientes A1 e A2 podem ser determinados multiplicando ambos os termos
da equação anterior por s + 3 e fazendo s = −3 e s + 4 e fazendo s = −4, respecti-
vamente. Obtendo-se neste caso A1 = −4 e A2 = 6. A partir deste valores podemos
então escrever que

f(t) = [−4e−3t + 6e−4t]u(t),

que é o resultado esperado. Existem várias técnicas de cálculo para a decomposição
de fracções racionais que deixamos ao cuidado do leitor, mediante uma atenta revisão
do programa da disciplina de Análise Matemática.

3.2 Aplicação aos sistemas lineares

3.2.1 Equações diferenciais com condições iniciais

A utilização prática da TL na análise e śıntese de sistemas lineares passa essencial-
mente pelas seguintes propriedades:

TL[
∑

i

aifi(t)] =
∑

i

aiFi(s), (3-2.1)

e
TL[f (n)(t)] = snF (s) − sn−1f(0) − . . . − sf (n−2)(0) − f (n−1)(0), (3-2.2)

com as quais as equações diferenciais em t se tornam equações algébricas em s. Na
prática o problema é quase sempre dividido em cinco etapas sucessivas:

1) transformar a equação diferencial numa equação algébrica utilizando (3-2.2)

2) resolver a equação resultante para a grandeza de sáıda Y (s)

3) desenvolver Y (s) em frações racionais

4) encontrar o inverso y(t) = TLI[Y (s)]

5) verificar o resultado

Exemplos:

A) Seja a seguinte equação diferencial de primeira ordem

a
dy

dt
+ by = x(t),
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com x(t) = e−ctu(t). Podemos desde já escrever a passagem para o domı́nio s,

a[sY (s) − y(0)] + bY (s) = X(s) =
1

s + c
,

isto é

Y (s) =
a(s + c)y(0) + 1

a(s + b/a)(s + c)
,

ou também, decompondo em fracções racionais

Y (s) =
A1

s + b/a
+

A2

s + c
,

com

A1 =
(ac − b)y(0) + 1

ac − b
A2 =

−1

ac − b
,

e de onde se pode deduzir o resultado

y(t) = [A1e
−bt/a + A2e

−ct]u(t).

A verificação do resultado faz-se, óbviamente, inserindo y(t) na equação diferencial
inicial. Alternativamente podeŕıamos utilizar os teoremas dos valores inicial e final,
(3-1.25) e (3-1.26), respectivamente, para verificar o comportamento assimptótico da
solução obtida.

B) seja agora a equação diferencial de segunda ordem

i′′(t) + 7i′(t) + 10i(t) = 6e−3tu(t),

com i(0) = 3 A e i′(0) = 3 A/s. Podemos então escrever, calculando a TL de ambos
os termos,

s2I(s) − si(0) − i′(0) + 7sI(s) − 7i(0) + 10I(s) =
6

s + 3
,

de onde, resolvendo em relação a I(s),

I(s) =
3(s2 + 11s + 26)

(s + 2)(s + 3)(s + 5)
=

8

s + 2
− 3

s + 3
− 2

s + 5
,

e portanto a solução final

i(t) = 8e−2t − 3e−3t − 2e−5t, t > 0.

Na prática somos levados a considerar frequentemente, não uma equação única
para determinar uma das variáveis do sistema, mas sim um conjunto de equações
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com várias variáveis, em geral ligadas entre elas, e por isso teremos de colocar o
problema sob a forma de um sistema de equações.

Exemplo: considere o seguinte sistema de equações diferenciais,

2

3

dx

dt
+ x − 1

3

dy

dt
= f(t) = 2u(t)

−1

3

dx

dt
+

2

3

dy

dt
+ y = 0,

com condições iniciais nulas, i.e., x(0) = y(0) = 0. Aplicando a TL nos dois membros
de cada uma das equações acima obtemos,

(
2

3
s + 1)X(s) − 1

3
sY (s) = F (s) =

2

s

−1

3
sX(s) + (

2

3
s + 1)Y (s) = 0,

das quais podemos deduzir por substituição

X(s) =
2(2s + 3)

s(s + 1)(s + 3)
=

2

s
− 1

s + 1
− 1

s + 3

Y (s) =
2

(s + 1)(s + 3)
=

1

s + 1
− 1

s + 3
,

e finalmente aplicando a TLI,

x(t) = (2 − e−t − e−3t)u(t),

y(t) = (e−t − e−3t)u(t),

de onde podemos facilmente verificar as condições iniciais.

3.2.2 Função de sistema

Podemos agora fazer uma generalização dos sistemas lineares de primeira e segunda
ordem ao caso de uma ordem superior n. Assim podemos dizer que a relação entre a
entrada x(t) e a sáıda y(t) de um sistema linear pode ser descrita por uma equação
do tipo1

n
∑

i=0

ai
diy

dti
=

m
∑

j=0

bj
djx

dtj
. (3-2.3)

1além de linear, o sistema descrito por (3-2.3) é dito invariante, porque os coeficientes ai e bj não
são uma função do tempo.
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Neste caso, e para condições iniciais nulas, temos que tomando a TL de ambos os
termos,

n
∑

i=0

aiTL

[

diy

dti

]

=
m

∑

j=0

bjTL

[

djx

dtj

]

, (3-2.4)

onde, considerando condições iniciais nulas,

n
∑

i=0

ais
iY (s) =

m
∑

j=0

bjs
jX(s), (3-2.5)

rearranjando os termos e desenvolvendo os somatórios

Y (s) =
bmsm + . . . + b1s + b0

ansn + . . . + a1s + a0
X(s). (3-2.6)

Daqui podemos deduzir a função de sistema, ou função de transferência, H(s),

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

∑m
j=0 bjs

j

∑n
i=0 aisi

. (3-2.7)

No caso em que os pólos são todos simples, a função de transferência H(s) pode ser
representada sob a forma de

H(s) =
A1

s − s1
+

A2

s − s2
+ . . . +

An

s − sn
, (3-2.8)

onde a sua TLI se escreve

h(t) = A1e
s1t + A2e

s2t + . . . + Anesnt, (3-2.9)

que é chamada a resposta impulsiva do sistema, i.e., é a resposta do sistema Y (s)
quando o sinal de entrada é um impulso de Dirac, e então visto que TL[x(t) = δ(t)] =
1, temos que Y (s) = H(s). Isto significa que a resposta impulsiva depende apenas da
função de transferência H(s) e por isso apenas do sistema ele mesmo e, em particular,
dos pólos do sistema si; i = 1, . . . , n. Também isto não é estranho pois os pólos do
sistema são aqueles que estão ligados à resposta natural do sistema, i.e., a resposta
do sistema sem excitação - também chamada solução da equação homógenea.

Exemplos:

A) sistema de primeira ordem sem condições iniciais: considere a figura 3.2, com
y(0) = 0 e

x(t) = e−2tu(t).

Podemos directamente escrever

x(t) = C
dy(t)

dt
+ y(t),
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Figura 3.2: sistema de primeira ordem.

a partir da qual tiramos a TL

X(s) = CsY (s) + Y (s),

de onde a função do sistema H(s) é

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

1

Cs + 1
.

Desta podemos determinar a resposta impulsiva h(t), que se escreve

h(t) = TLI[H(s)] =
1

C
e−t/Cu(t),

e sabendo que

X(s) = TL[X(t)] =
1

s + 2
,

portanto Y (s) escreve-se

Y (s) =
1/C

(s + 2)(s + 1/C)
=

1/(1 − 2C)

s + 2
+

1/(2C − 1)

s + 1/C
,

e finalmente

y(t) = [
1

1 − 2C
e−2t +

1

2C − 1
e−t/C ]u(t),

será a resposta do circuito no caso em que o sistema se encontra inerte no momento
inicial, i.e., quando y(0) = 0.

B) sistema de primeira ordem com condições iniciais: considere o mesmo sistema
da figura 3.2 mas agora com um valor inicial da sáıda y(0) = 2.

Não será necessário re-escrever todas as equações, mas sómente a TL da equação
diferencial tendo em conta (3-1.22),

X(s) = C[sY (s) − y(0)] + Y (s),

substituindo pelos valores númericos e pela transformada de X obtemos

Y (s) =
1

(s + 2)(Cs + 1)
+

2C

Cs + 1
,
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Figura 3.3: sistema de segunda ordem.

utlizando o resultado da decomposição do caso anterior, obtemos

y(t) =
[

1

1 − 2C
e−2t +

1

2C − 1
e−t/C + 2e−t/C

]

u(t),

onde simplificando

y(t) =
[

1

1 − 2C
e−2t +

2C

2C − 1
e−t/C

]

u(t).

C) sistema de segunda ordem sem condições iniciais: considere agora o caso do sis-
tema da figura 3.3 com x(t) = 5e−2tu(t). Pretende-se calcular a sáıda y(t).

Como anteriormente, podemos escrever directamente

d2y(t)

dt2
+ 2

dy(t)

dt
+ 2y(t) = 2

dx(t)

dt
+ 2x(t),

cuja TL é dada por
Y (s)(s2 + 2s + 2) = 2(s + 1)X(s),

visto que X(s) = TL[x(t)] é dada por

X(s) =
5

s + 2
,

temos que, por substituição na equação anterior, e cálculo das ráızes da equação do
segundo grau do denominador

Y (s) =
10(s + 1)

(s + 2)(s + 1 − j)(s + 1 + j)
,

dando origem à representação no plano s da figura 3.4. A inversão faz-se por decom-
posição da fração polinomial,

Y (s) =
A1

s + 2
+

B1

s + 1 − j
+

B2

s + 1 + j
,

onde podemos facilmente deduzir que

A1 = −5, B1 =
5

1 + j
,
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com B2 = B∗
1 . Por questões de simplificação do cálculo é frequente colocar os coefi-

cientes complexos sob forma exponencial. Assim podemos escrever que

B1 =
5√
2
e−j π

4 ,

e portanto

Y (s) =
−5

s + 2
+

5√
2

[

e−j π
4

s + 1 − j
+

ej π
4

s + 1 + j

]

.

Podemos agora calcular a TLI a cada um dos termos para obter

y(t) = −5e−2t +
5√
2
[e−j π

4 e(−1+j)t + ej π
4 e(−1−j)t]u(t),

ou ainda simplificando

y(t) = −5e−2t +
5√
2
e−t[ej(t−π

4
) + e−j(t−π

4
)]u(t),

de onde deduzimos finalmente

y(t) = [5
√

2e−t cos(t − π

4
) − 5e−2t]u(t).

Neste resultado final podemos facilmente identificar que o primeiro termo - oscilação
em cos(t) - é a resposta do sistema em regime permanente e o segundo - exponencial
atenuada - é a resposta ao sinal de entrada x(t).

3.3 Integral de Fourier

3.3.1 Definição

O integral de Fourier, ou simplesmente transformada de Fourier (TF), permite passar
de uma função temporal s(t) ‘qualquer’ (periódica ou aperiódica) para uma função
frequencial S(ω) definida por

S(ω) = TF[s(t)] =
∫ +∞

−∞
s(t)e−jωtdt. (3-3.1)

Em geral a S(ω) chama-se espectro de s(t), mesmo se essa designação deva ser re-
servada para |S(ω)|, que é tambem chamada densidade espectral em amplitude. De
modo análogo a transformada de Fourier inversa (TFI) é definida por

s(t) = TFI[S(ω)] =
1

2π

∫ +∞

−∞
S(ω)ejωtdω, (3-3.2)
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Figura 3.4: pólos e zeros no plano s.

que permite determinar a função temporal s(t) de modo único a partir do seu espectro
S(ω). Por vezes é mais cómodo representar o espectro de s(t) como uma função da
frequência (em Hz) e não da pulsação em rd/s e por isso de forma análoga temos

S(f) = TF[s(t)] =
∫ +∞

−∞
s(t)e−j2πftdt. (3-3.3)

e

s(t) = TFI[S(f)] =
∫ +∞

−∞
S(f)ej2πftdf, (3-3.4)

onde obviamente f = ω/2π.

3.3.2 TF discreta no tempo

No caso de um sinal de variável (tempo) discreta, a sua Transformada de Fourier (em
inglês Discrete Time Fourier Transform ou DTFT) obtem-se fazendo a passagem t →
nT - onde T é o peŕıodo de amostragem e n é uma variável discreta - transformando-se
assim o integral em somatório, permitindo escrever a partir de (3-3.1)

S(ω) =
+∞
∑

n=−∞
s(nT )e−jωnT . (3-3.5)
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note-se o facto de que se nesta equação substituirmos ω por ω + 2π/T obtemos,

S(ω +
2π

T
) =

+∞
∑

n=−∞
s(nT )e−j(ω+ 2π

T
)nT

=
+∞
∑

n=−∞
s(nT )e−jωnT−2πn

=
+∞
∑

n=−∞
s(nT )e−j(ωnT )

= S(ω), (3-3.6)

dado que exp (−2πn) = 1 para qualquer valor de n inteiro. Chega-se então à conclusão
interessante de que, independentemente de s(nT ) ser periódico ou não, o seu espectro
é sempre periódico de peŕıodo 2π/T , onde T é o intervalo de amostragem (intervalo
de tempo entre duas amostras consecutivas). Devemos aqui sublinhar que esta é
sem dúvida a maior e, quase única, diferença entre a TF de sinais cont́ınuos e sinais
discretos.

Tendo em conta esta propriedade a TF inversa no caso discreto obtem-se a partir
de (3-3.2), tendo em conta que devido à periodicidade do espectro, apenas devemos
considerar o integral de definição num peŕıodo

s(nT ) =
1

2π

∫ π/T

−π/T
S(ω)ejωnTdω. (3-3.7)

3.3.3 Propriedades da TF

1. Sinal anaĺıtico, f(t) complexo: se o sinal temporal f(t) é complexo com
uma parte real fR(t) e uma parte imaginária fX(t) pode-se então demonstrar
facilmente que

R(ω) =
∫ ∞

−∞
[fR(t) cos ωt + fX(t) sin ωt]dt, (3-3.8)

e

X(ω) = −
∫ ∞

−∞
[fR(t) sin ωt− fX(t) cos ωt]dt, (3-3.9)

onde F (ω) = R(ω) + jX(ω), e inversamente

fR(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
[R(ω) cosωt − X(ω) sinωt]dω, (3-3.10)

e

fX(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
[R(ω) sin ωt + X(ω) cosωt]dω. (3-3.11)

Estas relações fazem aparecer propriedades interessantes quando fX(t) é vista
como a transformada de Hilbert de f(t) que é o sinal anaĺıtico (ver disciplina
de Fundamentos de Telecomunicações).
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2. Sinal f(t) real: neste caso temos obviamente fR(t) = f(t) e fX(t) = 0, o que
implica que

R(ω) =
∫

f(t) cos ωtdt (3-3.12)

e

X(ω) = −
∫

f(t) sin ωtdt (3-3.13)

de onde se pode deduzir que R(ω) = R(−ω) e X(ω) = −X(−ω). Isto quer dizer
que F (−ω) = F ∗(ω) o que consiste numa propriedade importante da transfor-
mada de Fourier das funções reais. O inverso também se pode demonstrar, ou
seja, que se o espectro frequencial de uma função obedece a F (−ω) = F ∗(ω)
então f(t) é real.

3. Sinal temporal par e real: neste caso, em que o sinal real f(t) = f(−t),
temos que

R(ω) =
∫ ∞

−∞
f(t) cos ωtdt = 2

∫ ∞

0
f(t) cos(ωt)dt, (3-3.14)

e
X(ω) = 0, (3-3.15)

devido ao facto que o produto de duas funções pares dá ainda uma função par,
e o produto de uma função par e uma função ı́mpar dá uma função ı́mpar.
Portanto a TF de uma função real par é real. Inversamente a TFI de uma
função real é uma função também real e par.

4. Sinal temporal ı́mpar: neste caso f(t) = −f(−t), e por analogia com o caso
precedente

R(ω) = 0, (3-3.16)

e

X(ω) = −2
∫ ∞

0
f(t) sin ωtdt. (3-3.17)

5. TF do produto de convolução: vamos agora demonstrar que o produto
simples de duas funções no domı́nio do tempo é um produto de convolução
no domı́nio da frequência e vice-versa uma convolução no tempo transforma-se
numa simples multiplicação na frequência. Pretende-se portanto demonstrar o
seguinte teorema

Se
X1(f) = TF[x1(t)] e X2(f) = TF[x2(t)], (3-3.18)

então

TF[
∫ ∞

−∞
x1(t − τ)x2(τ)dτ ] = TF[x1(t) ∗ x2(t)]

= X1(f)X2(f). (3-3.19)
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A demonstração deste teorema faz-se a partir da equação (3-3.19),

TF[x1(t) ∗ x2(t)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1(t − τ)x2(τ)dτe−j2πftdt, (3-3.20)

na qual poderemos inverter a ordem de integração considerando que ambos os
integrais convergem nos respectivos intervalos (sinais de energia finita) e fazendo
a mudança de variável v = t − τ e assim,

TF[x1(t) ∗ x2(t)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1(v)x2(τ)e−j2πf(v+τ)dτdv, (3-3.21)

ou seja

TF[x1(t) ∗ x2(t)] =
∫ ∞

−∞
[
∫ ∞

−∞
x1(v)e−j2πfvdv]x2(τ)e−j2πfτdτ, (3-3.22)

e na qual podemos reconhecer que o termo entre [ ] é a TF de x1(t) que pode
sair do integral em τ ficando

TF[x1(t) ∗ x2(t)] = X1(f)
∫ ∞

−∞
x2(τ)e−j2πfτdτ

= X1(f)X2(f), (3-3.23)

o que demonstra o teorema. A relação utilizada neste teorema foi a forma geral
da convolução na qual ambos os sinais eram supostos não causais. No caso de
sinais causais os limites inferior e superior do integral de convolução serão, em
prinćıpio, 0 e t respectivamente, mas podem ser substituidos por −∞ e ∞ o
que não altera o valor do integral visto que o produto dos dois sinais é nulo
entre [−∞, 0] e [t,∞].

6. TF do produto ordinário: já vimos que a TF do produto de convolução no
tempo resulta num produto simples no domı́nio da frequência. Vamos agora
ver qual a TF do produto simples no tempo.

Seja,

TF[x1(t) · x2(t)] =
∫ ∞

−∞
[
∫ ∞

−∞
X1(v)ej2πvtdv]x2(t)e

−j2πftdt

=
∫ ∞

−∞
X1(v)

∫ ∞

−∞
x2(t)e

−j2π(f−v)tdtdv

=
∫ ∞

−∞
X1(v)X(f − v)dv

= X1(f) ∗ X2(f) (3-3.24)

que nos permite dizer que a TF do produto simples no tempo é igual ao pro-
duto de convolução no domı́nio da frequência. Obviamente que tanto para esta
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relação como para a estabelecida no ponto anterior o inverso também é verdade,
dado que a TF é uma transformação injectiva.

Devido à sua importância na manipulação de sinais, devemos ainda referir como
se escrevem estas expressões quando da utilização da TF em ω. Assim podemos
facilmente demonstrar que

TF[x1(t) ∗ x2(t)] = X1(ω)X2(ω), (3-3.25)

e

TF[x1(t) · x2(t)] =
1

2π
X1(ω) ∗ X2(ω). (3-3.26)

3.3.4 Exemplos

1. Função porta rectangular - rect(x)

Talvez a função mais utilizada em teoria do sinal seja a função de observação ou
“função porta rectangular”

1

τ
rect(

t

τ
) =

{

1
τ
, |t| < τ

2
,

0, para todo outro t.
(3-3.27)

Neste caso obtém-se

TF[
1

τ
rect(

t

τ
)] =

∫ τ/2

−τ/2

1

τ
e−jωtdt

=
1

τ
[
e−jωt

−jω
]
τ/2
−τ/2, (3-3.28)

o que, utilizando a relação,

sin x =
ejx + e−jx

2j
, (3-3.29)

dá como resultado

TF[
1

τ
rect(

t

τ
)] =

sin(ωτ
2

)
ωτ
2

=
sin(πτf)

πτf

= sinc(τf) (3-3.30)

O que em resumo nos define que a TF da função porta é uma sinc (ver figura 3.5),

TF[rect(
t

τ
)] = τsinc(τf), (3-3.31)
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Figura 3.5: Transformada de Fourier da função porta rectangular (a) na função sinc
(b).

e inversamente

TFI[sinc(τf)] =
1

τ
rect(

t

τ
). (3-3.32)

No caso discreto temos um resultado semelhante. Assim a TF da função rect
discreta definida por

rect(k/K) =
{

1 −K/2 ≤ k ≤ K/2
0, outro k

(3-3.33)

calcula-se através de

TF[rect(k/K)] =
K/2
∑

k=−K/2

e−j2πfkT , (3-3.34)

de onde fazendo n = k + K/2 permite escrever

TF[rect(k/K)] =
K

∑

n=0

e−j2πf(n−K/2)T ,

= ejπfKT
K

∑

n=0

e−j2πfnT , (3-3.35)

onde o somatório é uma progressão geométrica de razão e−j2πfT e por isso pode ser
escrita como

TF[rect(k/K)] = ejπfKT 1 − e−j2πfT (K+1)

1 − e−j2πfT
, (3-3.36)
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onde podemos agora manipular a expressão de forma a fazer aparecer um seno
no numerador e no denominador. Primeiramente, multiplicando e dividindo por
exp (jπfT ) e colocando exp (−jπfT ) em factor no denominador obtemos

TF[rect(k/K)] =
e−jπfT

e−jπfT

ejπfT (K+1)−e−jπfT (K+1)

e−jπfT − e−jπfT
,

=
sin(πfT (K + 1)

sin(πfT )
,

= (K + 1)
sinc[fT (K + 1)]

sinc(fT )
, (3-3.37)

e que, como se pode ver, resulta num rácio entre duas sinc’s, uma de abertura T (K+1)
e outra de abertura T , multiplicado por um termo de amplitude de K + 1 (ver figura
3.6).
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Figura 3.6: Transformada de Fourier da função porta rectangular discreta no tempo:
com K = 11 amostras (a) função sinc na frequência (b).

2. Função sinc(x)

Dado que é bastante dif́ıcil calcular a TF da função sinc(x) (ver apêndice E para mais
detalhes) vamos proceder ao contrário, i.e., calcular a TF inversa da função porta no
domı́nio da frequência. Seja então a TFI

TFI[rect(τf)] =
∫ ∞

−∞
rect(τf)ej2πftdf
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=
∫ 1/2τ

−1/2τ
ej2πftdf

=

[

ej2πft

j2πt

]1/2τ

−1/2τ

=

[

ejπt/τ − e−jπt/τ

−j2πt

]

=
sin(πt/τ)

πt
= τsinc(t/τ), (3-3.38)

o que nos revela o interessante resultado de que a TFI da função porta é uma sinc,
ou por outras palavras a TF da sinc é uma função porta,

TF[sinc(
t

τ
)] =

1

τ
rect(τf), (3-3.39)

e vice-versa

TFI[rect(τf)] = τsinc(
t

τ
). (3-3.40)

Exerćıcio: calcular a TFI da função porta no domı́nio da frequência seguindo sen-
sivelmente os mesmos passos da equação (3-3.38), mas agora para o caso discreto no
tempo.

3. Gaussiana

Calculemos agora a TF da função

g(t) =
1

τ
√

2π
e−

1
2
( t

τ
)2 . (3-3.41)

Devido à dificuldade de integrar a exponencial num intervalo infinito deveremos, para
começar, fazer aparecer no exponente um quadrado puro. Assim

G(ω) =
∫ ∞

−∞
g(t)e−jωtdt =

∫ ∞

−∞

1

τ
√

2π
e−

1
2
( t

τ
)2e−jωtdt, (3-3.42)

cujo expoente é

− 1

2τ 2
(t2 + 2τ 2jωt), (3-3.43)

e ao qual, para fazer aparecer um quadrado puro, é necessário adicionar e subtrair o
termo −τ 4ω2 obtendo assim

− 1

2τ 2
(t + jτ 2ω)2 − τ 2ω2

2
. (3-3.44)
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Sabendo que
∫ ∞

0
e−ax2

dx =
1

2

√

π

a
, (3-3.45)

obtém-se o resultado final depois de simplificação,

G(ω) = e−
1
2
(τω)2 , (3-3.46)

que é ainda uma Gaussiana no domı́nio da frequência.

3.4 Famı́lia de impulsos

A tratamento clássico da transformada de Fourier não contempla o caso das funções
não aperiódicas, isto é, das funções não limitadas no tempo porque, matematicamente
o integral de definição não converge. São exemplos o caso da famı́lia de impulsos das
funções generalizadas que passamos a descrever.

3.5 Transformada de Fourier do Dirac

No caso do valor infinito do Dirac o integral não existe, mas como só o caso limite
nos interessa, o tratamento matemático faz-se por aproximação. Deseja-se calcular a
TF do sinal δ(t). Muito simplesmente,

TF[δ(t)] = ∆(ω)

=
∫ +∞

−∞
δ(t)e−jωtdt

= e−jω0 = 1, (3-5.1)

devido à propriedade (2-3.13) tomada no ponto zero. Inversamente

TFI[1] =
1

2π

∫ +∞

−∞
1ejωtdω

= δ(t). (3-5.2)

Impõe-se agora estabelecer as expressões rećıprocas das precedentes, i.e., as TF de 1
e TFI de δ(ω). A partir de (3-5.2) mudando a variável de integração de ω em −t e
notando que o impulso de Dirac é uma função par, é fácil escrever

TF[1] =
∫ +∞

−∞
1e−jωtdt

= 2πδ(ω), (3-5.3)
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e inversamente

TFI[δ(ω)] =
1

2π

∫ +∞

−∞
δ(ω)ejωtdω

=
1

2π
. (3-5.4)

Por vezes cria-se alguma confusão na obtenção destes resultados, devido à al-
ternância entre a utilização da pulsação ω em vez da frequência f . Repetimos agora
os mesmos resultados mas utilizando a variável f .

TF do Dirac,

TF[δ(t)] =
∫ ∞

−∞
δ(t)e−j2πftdt = e−j2πf0 = 1 (3-5.5)

TFI de 1,

TFI[1] = =
∫ +∞

−∞
1ej2πftdf

= δ(t). (3-5.6)

TF de 1,

TF[1] =
∫ +∞

−∞
1e−j2πftdt

= δ(f), (3-5.7)

e inversamente

TFI[δ(f)] =
∫ +∞

−∞
δ(f)ej2πftdf

= 1. (3-5.8)

3.6 Transformada de Fourier do degrau unitário

O cálculo da transformada de Fourier (TF) da função degrau unidade u(t) ultrapassa
largamente o âmbito desta disciplina, pois necessita o conhecimento de algumas fer-
ramentas aplicáveis a funções generalizadas (ou distribuições) das quais o Dirac é
um exemplo. Uma dessas ferramentas, necessária neste caso, é a noção de integral
limite de Cesaro. Quando um integral é divergente no sentido usual de Rieman é
posśıvel, nalguns casos práticos, obter convergência, multiplicando a função integral
por um “factor de convergência”, assim, no sentido de limite de Cesaro - indicado
pelo śımbolo (C) antes do integral -

(C)
∫ +∞

−∞
g(t)dt = lim

b→0+

∫ +∞

−∞
g(t)e−b|t|dt, (3-6.1)
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onde e−b|t| é o factor de convergência. No nosso caso, calcularemos o integral

∫ +∞

0
sin(at)dt, (3-6.2)

no limite de Cesaro, através de

(C)
∫ +∞

0
sin(at)dt = lim

b→0+

∫ +∞

0
sin(at)e−btdt

= lim
b→0

a

a2 + b2

=

{

1/a a 6= 0
0 a = 0,

(3-6.3)

e escrever simplesmente
∫ +∞

0
sin(at)dt =

1

a
. (3-6.4)

Voltemos agora ao caso da TF do Dirac, temos que de acordo com (3-5.3)

TF[1] =
∫ ∞

−∞
e−j2πftdt = δ(f). (3-6.5)

Agora, como a função seno é impar o seu integral num intervalo simétrico é nulo,
temos que

δ(f) = 2
∫ +∞

0
cos(2πft)dt. (3-6.6)

Estamos agora prontos para discutir o problema proposto, i.e.,

TF[u(t)] =
∫ +∞

0
e−j2πftdt, (3-6.7)

ou seja,

TF[u(t)] =
∫ +∞

0
cos(2πft)dt − j

∫ +∞

0
sin(2πft)dt, (3-6.8)

utilizando (3-6.6) no primeiro termo e (3-6.4) no segundo podemos escrever

TF[u(t)] =
1

2
δ(f) − j

2πf
, (3-6.9)

que é o resultado pretendido.

Já agora, podemos determinar igualmente a relação rećıproca da TF inversa do
degrau na frequência, i.e.,

TFI[u(f)] =
∫ ∞

−∞
u(f)ej2πftdf. (3-6.10)
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Note-se que U(f) = TF [u(t)] enquanto que u(f) é um degrau unitário em frequência,
i.e., uma “função” que é igual a zero para f < 0 e igual a um para f > 1. Podemos
escrever

TFI[u(f)] =
∫ ∞

0
cos(2πft)df + j

∫ ∞

0
sin(2πft)df. (3-6.11)

Utilizando o mesmo argumento de que a função seno é impar e portanto o seu integral
entre [−∞,∞] é zero, temos que de forma análoga ao caso da TF[u(t)] mas revertendo
de f para t que,

δ(t) = 2
∫ +∞

0
cos(2πft)df (3-6.12)

e que com a ajuda de (3-6.4) podemos escrever

TFI[u(f)] =
δ(t)

2
+

j

2πt
, (3-6.13)

que é o resultado procurado. Podemos agora obter versões equivalentes em ω, para
a TF directa da função degrau unidade

TF[u(t)] =
∫ ∞

0
e−jωtdt = πδ(ω) − j

ω
, (3-6.14)

onde δ(f) foi substituido por 2πδ(ω) de acordo com (3-5.3) e para a TF inversa do
degrau na frequência em ω

TFI[u(ω)] =
1

2π

∫ +∞

0
ejωtdω,

=
1

2π

∫ +∞

0
cos(ωt)dω +

j

2π

∫ +∞

0
sin(ωt)dω, (3-6.15)

onde utilizando (3-5.2) e que, mais uma vez, o integral da função sin é nulo num
intervalo de [−∞, +∞] dando-nos o resultado do termo em cos

∫ +∞

0
cos(ωt)dω = πδ(t), (3-6.16)

e que a partir de (3-6.4)
∫ ∞

0
sin(ωt)dω =

1

t
, (3-6.17)

temos finalmente por substituição em (3-6.15) que

TFI[u(ω)] =
δ(t)

2
+

j

2πt
. (3-6.18)
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3.7 Transformada de Fourier da função sinal (sgn)

A função “sinal de”, ou sign em inglês, define-se por

sgn(t) =







−1 t < 0
0 t = 0
1 t > 0.

(3-7.1)

Um forma simples de obter a TF de sgn(t) é a de recordar que a função degrau
unidade se pode escrever como

u(t) =
1

2
+

1

2
sgn(t), (3-7.2)

e tendo em conta (3-6.9) podemos concluir que

TF[sgn(t)] =
−j

πf
, (3-7.3)

ou de forma equivalente em ω, identificando com (3-6.14),

TF[sgn(t)] =
−2j

ω
. (3-7.4)

Como habitualmente vamos agora tratar o caso inverso, também interessante, da
função sgn em frequência. Por analogia podemos escrever

u(f) =
1

2
+

1

2
sgn(f), (3-7.5)

e mais uma vez, utilizando (3-6.13), temos que

TFI[sgn(f)] =
j

πt
, (3-7.6)

ou o mesmo resultado em ω, tendo em conta (3-6.18).

3.8 Transformada de Fourier de um sinal periódico

No caso de um sinal periódico s(t), de peŕıodo T , representável por (F-0.6) e (F-0.7),
a sua transformada de Fourier escreve-se

TF[s(t)] =
∫ +∞

−∞

+∞
∑

n=−∞
Cne

jn2πf0te−j2πftdt, (3-8.1)

onde, invertendo o somatório e o integral,

TF[s(t)] =
+∞
∑

n=−∞
Cn

∫ +∞

−∞
e−j2π(f−nf0)tdt. (3-8.2)
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O integral representa simplesmente a TF[1] (3-5.3) no ponto f = nf0 e portanto,

TF[s(t)] =
+∞
∑

n=−∞
Cnδ(f − nf0), (3-8.3)

de onde se deduz que a TF de um sinal periódico, de peŕıodo T = 1/f0, não é mais
do que a repetição do espectro Cn com o peŕıodo f0.

Exemplo: transformada de Fourier de cos(ω0t). Trata-se neste caso de uma função
que não é limitada no tempo, cuja TF pode ser obtida facilmente com a ajuda do
Dirac. Assim

x(t) = cos ω0t =
1

2
ejω0t +

1

2
e−jω0t,

e

TF[x(t)] =
∫

1

2
e−j(ω−ω0)tdt +

∫

1

2
e−j(ω+ω0)tdt,

utilizando (3-5.3) temos que

TF[x(t)] = π[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)],

o que indica que a energia da TF de x(t) está concentrada nas duas frequências −ω0

e +ω0.

3.9 Transformada de Fourier de um “pente” de Diracs

É frequente necessitarmos o cálculo de

TF[
+∞
∑

n=−∞
δ(t − nT0)], (3-9.1)

que é uma sucessão periódica, de peŕıodo T0, de Diracs, vulgarmente chamada “pente”
de Diracs ou simplesmente “função pente”. Sabendo que (F-0.7) para o impulso de
Dirac se escreve

Cn =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2
δ(t)e−jnω0tdt =

1

T0

, (3-9.2)

temos que, por substituição em (3-8.3),

TF[
+∞
∑

n=−∞
δ(t − nT0)] = f0

+∞
∑

n=−∞
δ(f − nf0)], (3-9.3)

o que dá o interessante resultado que a TF de um “pente” de Diracs no tempo é
ainda um ”pente” de Diracs em frequência.
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Processo de amostragem ideal: como aplicação interessante da TF do “pente de
Diracs”, podemos referir a representação do processo de amostragem ideal no domı́nio
da frequência. Consideremos o sinal x(t) amostrado à taxa de amostragem de Ts

segundos. O sinal amostrado escreve-se então, considerando a função de amostragem
ideal, ou “pente de Diracs”,

x̂(t) =
∞
∑

n=−∞
x(nTs)δ(t − nTs),

= x(t) · s(t), (3-9.4)

expressão já utilizada anteriormente e onde a função de amostragem ideal s(t) é dada
por

s(t) =
∞
∑

n=−∞
δ(t − nTs). (3-9.5)

Calculemos agora a representação do sinal amostrado no domı́nio da frequência, cal-
culdando X̂(f) = TF[x̂(t)],

X̂(f) =
∫ ∞

−∞
x̂(t)e−j2πftdt

=
∫ ∞

−∞

∞
∑

n=−∞
x(nTs)δ(t − nTs)e

−j2πftdt, (3-9.6)

invertendo a ordem entre o integral e o somatório e fazendo sair do integral as gran-
dezas que não dependem do tempo t, temos

X̂(f) =
∞
∑

n=−∞
x(nTs)

∫ ∞

−∞
δ(t − nTs)e

−j2πftdt,

=
∞
∑

n=−∞
x(nTs)

∫ ∞

−∞
δ(τ)e−j2πf(τ+nTs)dτ,

=
∞
∑

n=−∞
x(nTs)e

−j2πfnTs , (3-9.7)

visto que a TF[δ(t)] = 1. Esta expressão diz-nos simplesmente que a TF do sinal
amostrado é igual à TF do sinal discreto no tempo definida em (3-3.5). Alternativa-
mente, partindo de (3-9.4) podemos dizer que

TF[x̂t)] = TF[x(t) · s(t)]
= TF[x(t)] ∗ TF[s(t)]

= X(f) ∗ fs

∞
∑

n=−∞
δ(f − nfs), (3-9.8)

de onde, em virtude da propriedade de sifting, temos que

TF[x̂(t)] = fs

∞
∑

n=−∞
X(f − nfs), (3-9.9)
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ou seja, a TF do sinal amostrado - igualmente a TF do sinal discreto no tempo - é
uma repetição periódica (de peŕıodo igual à frequência de amostragem fs) do espectro
X(f) do sinal.

3.10 Transformada de Fourier de sistemas lineares

Já tivemos ocasião de referir que um sistema linear invariante no tempo pode ser
representado por um sistema de equações diferenciais de coeficientes constantes do
tipo (2-7.1). É útil, na análise de sistemas lineares, calcular a TF de ambos os
membros da eq. (2-7.1)

TF

[

N
∑

i=0

ai
diy(t)

dti

]

= TF

[

M
∑

l=0

bl
dlx(t)

dtl

]

, (3-10.1)

utilizando recursivamente a propriedade da derivada podemos escrever a partir de
(3-10.1)

N
∑

i=0

(−1)i+1ai(j2πf)iY (f) =
M
∑

l=0

(−1)l+1bl(j2πf)lX(f), (3-10.2)

onde X(f) e Y (f) são as TF’s de x(t) e y(t) respectivamente. Observando (3-10.2)
pode-se constatar que através da TF as derivadas deixam lugar a simples multi-
plicações e que podemos reduzir a expressão que liga a TF de x(t) à TF de y(t)
a

Y (f)

X(f)
=

∑M
l=0(−1)l+1bl(j2πf)l

∑N
i=0(−1)i+1ai(j2πf)i

. (3-10.3)

O segundo membro desta última equação é uma função de f à qual se chama função
de transferência que se nota H(f) e que permite ligar a entrada e a sáıda do sistema
através de

H(f) =
Y (f)

X(f)
. (3-10.4)

Dada a propriedade que permite afirmar que o produto de convolução no tempo
é equivalente a um produto simples no domı́nio da frequência, podemos então dizer
que a entrada x(t) e a sáıda y(t) de um sistema linear estão ligados entre si por uma
relação de convolução através da resposta impulsiva h(t), ou que y(t) = x(t) ∗ h(t).

No caso da equação de diferenças (2-7.4) somos levados a utilizar a TF discreta no
tempo, assim

TF{
N

∑

i=0

aiy[n − i]} = TF{
M
∑

l=0

blx[n − l]}, (3-10.5)

ou ainda
N

∑

i=0

ai

∞
∑

n=−∞
y[n − i] exp (−j2πfn) =

M
∑

l=0

bl

∞
∑

n=−∞
x[n − l] exp (−j2πfn), (3-10.6)
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onde já foi invertida a ordem dos somatórios em i e l com os somatórios da TF em n.
Fazendo agora uma mudança de variável k = n− i no primeiro membro e m = n − l
no segundo, permite escrever

N
∑

i=0

ai exp (−j2πfi)
∞
∑

n=−∞
y[k] exp (−j2πfk) =

=
M
∑

l=0

bl exp (−j2πfl)
∞
∑

n=−∞
x[m] exp (−j2πfm),(3-10.7)

e agora
N

∑

i=0

ai exp (−j2πfi)Y (f) =
M
∑

l=0

bl exp (−j2πfl)X(f), (3-10.8)

e, como no caso cont́ınuo,

H(f) =
Y (f)

X(f)
=

∑M
l=0 bl exp (−j2πfl)

∑N
i=0 ai exp (−j2πfi)

. (3-10.9)

Veremos mais tarde que a definição de um novo espaço de variável z = ej2πf ,
permite definir uma nova transformada, denominada Transformada em Z (TZ)

TZ{y[n]} =
∞
∑

n=−∞
y[n]z−nT , (3-10.10)

onde frequentemente T = 1. A partir de (3-10.9) podemos escrever directamente a
TZ de h[n] como

H(z) =

∑M
l=0 blz

−l

∑N
i=0 aiz−i

. (3-10.11)

Neste equação podemos notar que tanto o denominador como o numerador da fração
são polinómios em z. As ráızes do denominador, chamados pólos, são muito impor-
tantes para a determinação da estabilidade do sistema. As ráızes do numerador são
chamados os zeros do sistema.

Exemplo 1: calcular o espectro de potência normalizado da função

g(t) =
sin ωct

πt
. (3-10.12)

A potência normalizada é a potência dissipada numa resistência de 1 Ω. Trata-se
portanto de calcular o espectro de f(t) = g2(t) que não é mais do que a TF dum
produto temporal g(t)g(t). Portanto

F (ω) =
1

2π
G(ω) ∗ G(ω), (3-10.13)
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usando a TF da função (sin x)/x,

G(ω) = rect(
ω

2ωc
), (3-10.14)

o integral de convolução torna-se numa convolução de duas funções rectangulares
obtendo-se evidentemente uma função triangular da forma

F (ω) =

{

ωc

π
− |ω|

2π
, |ω| < 2ωc;

0, |ω| > 2ωc.
(3-10.15)

Exemplo 2: calcular o espectro da função f(t) formada pela série de Diracs definida
por

f(t) =











0, t < −αT,
δ(t − kT0), −αT < t < αT ;
0, t > αT

(3-10.16)

Comecemos por considerar a seguinte série infinita de Diracs,

g(t) =
∞
∑

n=−∞
δ(t − nT0), (3-10.17)

da qual se conhece a transformada de Fourier que não é outra senão uma série de
Diracs em frequência,

G(ω) = ω0

∞
∑

n=−∞
δ(ω − nω0), com ω0 = 2π/T0 (3-10.18)

Agora podemos multiplicar a função temporal g(t) por uma janela rectangular de tal
modo a obter f(t) = m(t)g(t),

m(t) = rect(
t

D
). (3-10.19)

Nesse caso temos que F (ω) = 1
2π

M(ω) ∗G(ω) o que é relativamente fácil de calcular,
visto que M(ω) = Dsinc(D ω

2π
), e a convolução de qualquer função com um Dirac tem

por efeito de não modificar essa função, a não ser um atraso (temporal ou frequencial)
equivalente à posição do Dirac. Neste caso o espectro de f(t) será uma série

F (ω) =
∞
∑

n=−∞
Dsinc[

D

2π
(ω − nω0)]. (3-10.20)

Podemos observar que como propriedade fundamental uma função limitada no tempo
dá origem a uma transformada ilimitada em frequência. O rećıproco também é ver-
dade.
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4 Correlação e densidade espectral

Um problema encontrado frequentemente em análise de sinais é o de comparar dois
sinais entre si para determinar quanto diferem um do outro. Poder-se-ão encontrar
vários critérios de semelhança como por exemplo: duração, amplitude, espectro, etc.
A correlação é um método de comparação que permite determinar a semelhança (ou
diferença) entre dois sinais, baseado na média do seu produto temporal.

4.1 Definição

A média temporal de dois sinais - ou duas funções, no caso geral complexas - é
frequentemente notada por

< s1(t)s
∗
2(t) >, (4-1.1)

onde < · > significa média temporal. A definição da correlação entre os sinais s1(t)
e s2(t) utilizando (4-1.1) tem como desvantagem de depender fortemente da posição
temporal relativa entre estes e por isso torna-se mais lógico fazer depender a média
temporal do atraso relativo τ entre os dois sinais representado por

r12(τ) =< s1(t)s
∗
2(t − τ) >=

∫ ∞

−∞
s1(t)s

∗
2(t − τ)dt. (4-1.2)

Esta é a definição utilizada para a função de correlação, ou mais precisamente função
de intercorrelação, entre dois sinais aperiódicos s1(t) e s2(t). Em termos práticos
os dois sinais considerados deverão ser temporalmente limitados de forma a que o
integral possa convergir. No caso em que os sinais não sejam limitados temporalmente
adoptar-se-á a definição

r12(τ) =< s∗1(t)s2(t − τ) >= lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
s1(t)s

∗
2(t − τ)dt, (4-1.3)

que será útil também para os sinais não determińısticos. Para τ = 0, obtemos

r12(0) =
∫ +∞

−∞
s1(t)s

∗
2(t)dt, (4-1.4)

que é frequentemente chamado coeficiente de correlação e dá uma ideia da interacção
entre os dois sinais. Se ele for nulo, significa que os sinais são descorrelacionados
(ATENÇÃO: não significa porém que eles sejam independentes!...), i.e., significa que
globalmente não existe troca de energia entre os dois sinais: em média, num intervalo
de tempo dt, a energia que passa do sinal s1 ao sinal s2 é igual à energia que passa
de s2 a s1. A natureza própria das coisas diz-nos que, se não existe troca de energia
não existe troca de informação, o que no caso dos dois sinais significa que o nosso
conhecimento de um deles não nos fornece nenhuma informação sobre o outro.
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No caso discreto podemos escrever a função de correlação como

r12[k] =
∞
∑

n=−∞
s1[n]s∗2[n − k]. (4-1.5)

4.2 Espectro de potência de intercorrelação

Utilizando a função de correlação (4-1.2) entre dois sinais s1 e s2 e calculando a sua
TF temos o espectro de potência de intercorrelação P12(ω),

P12(ω) = TF[r12(τ)] =
∫ +∞

−∞
r12(τ)e−jωτdτ, (4-2.1)

onde, substituindo a função de correlação pela sua expressão,

P12(ω) =
∫ +∞

−∞
[
∫ +∞

−∞
s1(t)s

∗
2(t − τ)dt]e−jωτdτ, (4-2.2)

e fazendo a mudança de variável λ = t − τ permite escrever

P12(ω) =
∫ +∞

−∞
[
∫ +∞

−∞
s1(t)s

∗
2(λ)dt]e−jω(t−λ)dλ, (4-2.3)

ou ainda

P12(ω) =
∫ +∞

−∞
s1(t)e

−jωtdt
∫ +∞

−∞
s∗2(λ)ejωλdλ

= S1(ω)S∗
2(ω), (4-2.4)

de onde podemos concluir que o espectro de potência de intercorrelação é definido
como a TF da função de correlação ou ainda como o produto das TF de cada um dos
sinais.

Assim, e em resumo, temos que

r12(τ) =
∫ ∞

−∞
P12(f)ej2πfτdf, (4-2.5)

e inversamente

P12(f) =
∫ ∞

−∞
r12(τ)e−j2πfτdτ. (4-2.6)

Neste caso, obviamente, a função de correlação e o espectro de potência estão ligados
entre si pela transformada de Fourier directa e inversa respectivamente. Este constitui
o teorema de Wiener-Khintchine para funções determińısticas.

Se na equação (4-2.5) fizermos τ = 0 obtemos que

r12(0) =
∫ ∞

−∞
P12(f)df, (4-2.7)

que nos diz simplesmente que o coeficiente de correlação entre os sinais s1 e s2 é igual
à soma da potência de intercorrelação em toda a gama de frequências.
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4.3 Autocorrelação e espectro de potência

Chama-se autocorrelação ao caso particular do resultado da correlação de um sinal
com ele mesmo. Usando a definição geral (4-1.2) pode-se obter facilmente a seguinte
relação importante

r(τ) =
∫ ∞

−∞
s(t)s∗(t − τ)dt, (4-3.1)

e por analogia com (4-2.5)

r(τ) =
∫ ∞

−∞
Ps(f)ej2πfτdf, (4-3.2)

onde Ps(f) não é mais do que a densidade espectral de potência do sinal s(t), que se
escreve utilizando (4-2.6),

Ps(f) =
∫ ∞

−∞
r(τ)e−j2πfτdτ, (4-3.3)

ou seja utilizando (4-2.4) para o caso em que s1 = s2,

Ps(f) = S(f)S∗(f) = |S(f)|2. (4-3.4)

O conjunto de equações (4-3.1)-(4-3.2) passa a definir, para o caso dos sinais aperiódicos,
qualquer que seja a sua natureza, a função de autocorrelação r(τ) e a sua densidade
espectral de potência Ps(f) que são transformadas de Fourier uma da outra.

Para τ = 0, temos que a função de autocorrelação é simplesmente

r(0) =
∫ +∞

−∞
|s(t)|2dt =

∫ +∞

−∞
Ps(f)df =

∫ +∞

−∞
|S(f)|2df, (4-3.5)

o que traduz o facto de que a potência média no domı́nio temporal é igual à soma
de todas as harmónicas de s(t), ou seja, à potência total contida no espectro. O
outro facto importante desta relação, é que ela nos indica que a potência contida na
representação temporal do sinal é igual à energia contida na representação frequencial
do mesmo sinal. Este resultado é chamado Teorema de Parseval e ilustra mais uma
vez a propriedade da conservação da energia.

Algumas propriedades da função de autocorrelação de sinais periódicos são:

1) a função de autocorrelação é uma função par de τ

r(τ) = r(−τ). (4-3.6)

2) a função de autocorrelação de um sinal periódico de peŕıodo T0, é uma função
periódica também de peŕıodo T0. Os valores máximos da função são atingidos para
τ = nT0, n = 0,±1,±2, . . ..
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4.4 Aplicação aos sistemas lineares

O problema abordado neste caṕıtulo é o de, conhecendo o sinal de entrada de um
sistema linear, a sua densidade espectral de potência e dada a resposta impulsiva do
sistema, determinar a densidade espectral do sinal de sáıda. Vamos supôr que o sinal
de entrada é x(t) e a resposta impulsiva do sistema é h(t). Visto que se trata de um
sistema linear então podemos escrever

y(t) = x(t) ∗ h(t) → Y (ω) = X(ω)H(ω). (4-4.1)

A partir da relação no domı́nio da frequência podemos escrever, multiplicando ambos
os membros por Y ∗(ω)

|Y (ω)|2 = |X(ω)|2[H(ω)H∗(ω)], (4-4.2)

ou seja
Py(ω) = |H(ω)|2Px(ω), (4-4.3)

relação extremamente importante que permite deduzir a densidade espectral de potência
do sinal de sáıda de um sistema linear quando é conhecida a densidade espectral de
potência do sinal de entrada e a sua resposta impulsiva.

Se calcularmos a TF inversa da relação anterior podemos deduzir

ry(τ) = rx(τ) ∗ h(τ) ∗ h(−τ). (4-4.4)

4.5 Correlação e convolução

Se compararmos as relações que definem a equação de convolução e a correlação,
(2-3.37) e (4-1.2), respectivamente, podemos notar que elas são de algum modo pa-
recidas. Em particular, basta inverter o sinal s2 ao longo do eixo do tempo, i.e., de
s2(t) passar para s2(−t), para convolucionado com s1(t) obter a função de correlação
(ou intercorrelação) entre s1 e s2. Assim, podemos dizer que

r12(t) = s1(t) ∗ s2(−t). (4-5.1)

4.6 Potência, energia e densidade espectral

Potência e energia: A potência (em Joules/s ou Watts) dum sinal eléctrico é dada
por

p(t) =
e2(t)

R
= Ri2(t) (4-6.1)
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onde e(t) e i(t) são respectivamente a tensão e a corrente aos bornos de uma resistência
R. Para uma resistência R = 1 Ω temos que p(t) = e2(t) = i2(t). De uma forma
genérica podemos dizer que a potencia instantânea p(t) é proporcional à amplitude
ao quadrado de um sinal s(t). A potência média pode-se então escrever como

P =< p(t) >=< s2(t) >= lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
s2(t)dt, (4-6.2)

de notar a semelhança com a relação (4-1.3) com s1 = s2 e para τ = 0. Por seu lado
a energia (em Joules) da função s(t) no intervalo [t, t + dt] escreve-se

dU = p(t)dt = s2(t)dt, (4-6.3)

de onde se poderá deduzir a energia total integrando sobre todo o domı́nio

U =
∫ ∞

−∞
p(t)dt =

∫ ∞

−∞
s2(t)dt = lim

T→∞

∫ T

−T
s2(t)dt. (4-6.4)

Se este integral converge, então temos um sinal de energia finita, o que é, por exemplo,
o caso das funções aperiódicas. No caso em que o integral não existe a energia é
infinita, e divide-se o integral pelo intervalo de integração obtendo então uma potência
como indicado por (4-6.2). Isto significa que um sinal de energia infinita poderá ter

uma potência finita. É o caso das funções periódicas e das funções aleatórias.

Densidade espectral de amplitude: chama-se espectro de amplitude ao módulo
da transformada de Fourier (3-3.1) |S(ω)| de um sinal s(t). Na realidade seria mais
correcto chamar-lhe densidade espectral de amplitude, porque se trata efectivamente
de uma densidade espectral de amplitude medida em [amplitude/rad-sec] ou [am-
plitude/Hertz]. Por seu lado, no caso de uma função periódica, representada pela
sua distribuição em série complexa, Cn representa uma distribuição frequencial em
[amplitude] e não uma densidade espectral de amplitude como é o caso de |S(ω)|.

Densidade espectral de potência: a densidade espectral de potência Ps(ω) é
uma repartição frequencial da potência de um sinal e mede-se em [Watts/rad-sec] ou
[Watts/Hertz]. A densidade espectral de potência nunca é negativa. Para conhecer
qual a potência de um sinal entre duas frequências ω1, ω2 teremos que calcular

P (ω1, ω2) =
1

2π

∫ ω2

ω1

Ps(ω)dω =
∫ f2

f1

Ps(f)df, (4-6.5)

cuja unidade é o Watt. No caso de sinais reais, a sua densidade espectral de potência
é uma função par e então teremos que ter em conta igualmente a potência entre
−ω2,−ω1 e a potência total é duplicada em relação a (4-6.5).
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4.7 Caso dos sinais periódicos

Definição: Para dois sinais periódicos s1 e s2 de peŕıodo T0
1 a sua função de

correlação é definida pelo integral

r12(τ) =
1

T0

∫ t1+T0

t1
s1(t)s

∗
2(t − τ)dt. (4-7.1)

Obviamente a função de correlação r12(τ) é também periódica de peŕıodo T0.

Espectro de potência: visto que s1 e s2 são periódicos podemos escrevê-los como

s1(t) =
+∞
∑

n=−∞
C1(nω0)e

jnω0t (4-7.2)

s2(t) =
+∞
∑

n=−∞
C2(nω0)e

jnω0t (4-7.3)

com

C1(nω0) =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2
s1(t)e

−jnω0tdt (4-7.4)

C2(nω0) =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2
s2(t)e

−jnω0tdt (4-7.5)

onde utilizamos as decomposições (F-0.6) e (F-0.7). Podemos agora introduzir a
expressão de s∗2(t − τ) na equação (4-7.1) obtendo

r12(τ) =
1

T0

∫ t1+T0

t1
s1(t)[

+∞
∑

n=−∞
C∗

2 (nω0)e
−jnω0(t−τ)]dt, (4-7.6)

fazendo a hipótese de que tanto o somatório como o integral convergem nos limites
respectivos (o que impõe certas condições de regularidade no sinal s1(t) e no espectro
C2(nω0) ) podemos inverter a sua ordem obtendo

r12(τ) =
+∞
∑

n=−∞
C∗

2(nω0)e
jnω0τ 1

T0

∫ t1+T0

t1
s1(t)e

−jnω0tdt. (4-7.7)

Nesta expressão o último integral é exactamente C1(nω0) e portanto

r12(τ) =
+∞
∑

n=−∞
C∗

2(nω0)C1(nω0)e
jnω0τ . (4-7.8)

1se os dois sinais periódicos tiverem os peŕıodos T1 e T2, o peŕıodo T0 será o menor múltiplo
comum entre T1 e T2.
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Definindo P12(nω0) = C1(nω0)C
∗
2 (nω0), temos que

r12(τ) =
+∞
∑

n=−∞
P12(nω0)e

jnω0τ . (4-7.9)

À função P12(nω0) chama-se o espectro de potência de intercorrelação entre os sinais
s1 e s2.

Utilizando as equações de definição da série de Fourier complexa (F-0.6) e (F-0.7)
podemos escrever a partir de (4-7.9)

P12(nω0) =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2
r12(τ)e−jnω0τdτ, (4-7.10)

que nos permite obter o espectro de potência de intercorrelação directamente a partir
da função de correlação. Muito simplesmente podemos dizer que, segundo (4-7.10),
P12(nω0) é o espectro da função de intercorrelação r12(τ). Inversamente podemos
dizer que r12(τ) é a representação temporal do espectro de potência de intercorrelação
P12(nω0), o que está expresso em (4-7.9). O conjunto de relações (4-7.9) e (4-7.10)
constituem o teorema da correlação para as funções periódicas, i.e., constituem um
caso particular do teorema de Wiener-Khintchine para as funções periódicas.

Como valor particular, se fizermos τ = 0 em (4-7.9) obtemos

r12(0) =
+∞
∑

n=−∞
P12(nω0), (4-7.11)

i.e., o valor de correlação no ponto τ = 0 é igual à potência de intercorrelação total
(em todo o espectro).

Figura 4.1: diagrama de transformadas tempo-frequência.
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Autocorrelação: no caso particular dos sinais periódicos temos que, usando (4-
7.1), a função de autocorrelação se escreve,

r(τ) =
1

T0

∫ t1+T0

t1
s∗(t)s(t − τ)dt, (4-7.12)

e da mesma forma

r(τ) =
+∞
∑

n=−∞
Ps(nω0)e

jnω0τ , (4-7.13)

sendo neste caso Ps(nω0) = |C(nω0)|2 a densidade espectral de potência do sinal
periódico s(t).

O diagrama da figura 4.1 resume as operações que permitem ligar as diversas
quantias no domı́nio temporal e frequencial.

Exemplo 1: calcular as funções: C(nω0), r(τ) e p(nω0) da função periódica

f(t) = f(t + T ) = A cos(ω0t + θ0).

Utilizando a definição da série de Fourier complexa F-0.7 temos que

C(nω0) =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2
A cos(ω0t + θ0)e

−jnω0tdt,

de onde substituindo a função cos pela sua forma complexa e integrando num peŕıodo
permite obter

C(nω0) = A/2ejθ0
sin(n − 1)

n − 1
+ A/2e−jθ0

sin(n + 1)

n + 1

de onde se deduz que o espectro discreto C(n) comportará dois valores: um para
n = −1 e outro para n = 1.

Cn =

{

(A/2)ejnθ0, para n = ±1;
0, para n 6= ±1.

o espectro de potência é portanto

Pn =

{

|Cn|2 = A2

4
, para n = ±1;

0, para n 6= ±1.
(4-7.14)

A função de autocorrelação escreve-se

r(τ) =
A2

T0

∫

cos(ω0t + θ0) cos[ω0(t − τ) + θ0]dt,
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que resulta na soma de dois termos através do desenvolvimento de cos a cos b. O
integral num peŕıodo do primeiro termo desta soma é nulo, e o segundo não depende
de t e escreve-se

r(τ) =
A2

2
cos(ω0τ),

que é a função procurada. Finalmente podemos verificar que utilizando um cálculo
de série de Fourier em tudo análogo ao da função cos temporal mas aplicada agora
à função de autocorrelação que o respectivo espectro vai ser, como seria de esperar,
idêntico a 4-7.14.

Exemplo 2: calcular a função de autocorrelação do sinal definido por

f(t) = f(t + T ) =
{

E, ∆ < t < ∆ + b,
0, ∆ + b < t < ∆ + T .

onde b = T/2.

Comecemos por escrever o valor da função de autocorrelação em cada intervalo de
variação de τ :

r(τ) = 0, ∆ + b + τ < ∆

r(τ) =
1

T

∫ ∆+b+τ

∆
E2dt = E2(b + τ), ∆ < ∆ + b + τ ≤ ∆ + b

r(τ) =
1

T

∫ ∆+b

∆+τ
E2dt = E2(b − τ), ∆ ≤ ∆ + τ < ∆ + b

r(τ) = 0, ∆ + τ > ∆ + b

agrupando os quatro domı́nios de definição obtem-se

r(τ) =



















0, τ < −b,
E2

T
(b + τ), −b < τ ≤ 0,

E2

T
(b − τ), 0 ≤ τ < b,

0, b < τ .

Trata-se portanto de uma função triangular, periódica, de peŕıodo T , de valor na
origem E2T/2 e que se pode escrever, tendo em conta o valor de b,

r(τ) =
E2

2
(1 − 2

|τ |
T

), |τ | <
T

2
.
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5 Filtros

Como é do conhecimento geral, filtrar consiste em selecionar elementos de um con-
junto que reúnem determinadas caracteŕısticas comuns. No caso particular do pro-
cessamento do sinal, filtrar consiste em modificar as caracteŕısticas de um sinal,
passando-o através de um dispositivo chamado filtro. Estas caracteŕısticas são em
geral definidas no domı́nio da frequência. Assim o sinal de entrada é definido pelo seu
espectro X(f), definem-se em seguida as caracteŕısticas do sinal resposta Y (f) que
serve para determinar a função de transferência do filtro que é G(f) = Y (f)/X(f).

Antes de passar à śıntese de filtros propriamente dita convém primeiro caracterizar
os vários sistemas em dois grandes grupos que são os sistemas sem distorção (caṕıtulo
5.1) e os sistemas com distorção (caṕıtulos seguintes). Os filtros enquadram-se neste
último grupo que ainda se pode subdividir, para facilitar o seu estudo, em sistemas
só com distorção de amplitude (caṕıtulo 5.2) e sistemas só com distorção de fase
(caṕıtulo 5.3). Os filtros em geral são sistemas com distorção de amplitude e de
fase. Dentro destes vários grandes grupos, e para clarificar as ideias, convém analisar
os sistemas simples de primeira e segunda ordem. Esta análise será feita tanto no
domı́nio do tempo como no da frequência (caṕıtulo 5.4).

A śıntese de filtros permite realizar uma função Ĝ(f), aproximada de G(f) =
Y (f)/X(f), de forma prática e económica. A śıntese de filtros pode-se dividir em três
fases que são: 1) especificação das caracteŕısticas do filtro desejado, 2) aproximação
das caracteŕısticas desejadas por um sistema causal realizável e 3) realização prática
do sistema. Nos caṕıtulos 5.6 e 5.7 sobre śıntese de filtros FIR e IIR, respectivamente,
insistiremos em particular na segunda fase pois a primeira é altamente dependente
do utilizador e a terceira prende-se com os aspectos práticos do hardware/software
dispońıvel para a concretização do filtro.

5.1 Sistemas sem distorção

Um sistema linear é definido como sendo sem distorção quando o sinal de sáıda y(t)
difere do sinal de entrada x(t) no máximo por uma constante H0 em amplitude e um
atraso t0, ou seja,

y(t) = H0x(t − t0). (5-1.1)

Calculando a TF de ambos os membros de (5-1.1) obtemos

Y (ω) = H0X(ω) exp(−jωt0), (5-1.2)

ou seja, fazendo aparecer a função de transferência entre entrada e sáıda,

H(ω) =
Y (ω)

X(ω)
= H0 exp(−jωt0), (5-1.3)
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ou através da TFI a resposta impulsiva

h(t) = H0δ(t − t0). (5-1.4)

A eq. (5-1.3) indica-nos que um sistema sem distorção deverá ter uma amplificação
constante em amplitude e uma caracteŕıstica de fase linear. A inclinação da carac-
teŕıstica de fase é igual ao atraso t0.

5.2 Sistemas só com distorção de amplitude

Consideremos primeiramente os sistemas de fase linear para nos podermos concentrar
na distorção de amplitude. Os sistemas cujo espectro de amplitude da resposta
impulsiva atingem valores muito baixos para certas gamas de frequência são chamados
filtros. Se |H(ω)| tem valores muito baixos para ω > ωc diz-se que o filtro H(ω) é
um passa-baixo, e que ωc é a frequência de corte (ver figura 5.1).

Figura 5.1: sistema sem distorção de fase: filtro passa-baixo de fase linear.

5.2.1 Largura de banda

Uma noção importante para caracterizar os filtros é a sua largura de banda. Entre
as muitas definições utilizadas duas delas são particularmente úteis.

1) a largura de banda Bω pode ser calculada a partir da relação

Bω = 2ωc =

∫ ∞
−∞ |H(ω)|dω

H0
, (5-2.1)

onde H0 é o valor do espectro de amplitude para ω = 0.
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2) outra definição muito usual é que define ωc pela relação

H(ωc) =
H(0)√

2
. (5-2.2)

o que equivale a escolher ωc tal que H(ωc) seja igual ao valor máximo do espectro
menos 3 dB.

Exemplo: determinar a largura de banda da função definida por

|H(ω)| =

{

a2 − ω2, |ω| < a;
0, |ω| > a.

Observando que se trata de uma função par,

Bωn =
2

∫ a
0 (a2 − ω2)dω

a2
=

4

3
a,

e portanto ωc = 2
3
a.

5.2.2 Duração da resposta impulsiva

Outra noção importante na caracterização de filtros é a da duração Dt da resposta
impulsiva. Assim se tomarmos uma definição análoga à da largura de banda (5-2.1)
obtemos que

Dt =

∫ ∞
−∞ h(τ)dτ

hmax

=
H(0)

hmax

. (5-2.3)

Esta definição conduz a uma relação muito interessante entre Dt e Bω que é

Dt =
2π

Bω
. (5-2.4)

A demonstração desta relação obtem-se observando que a TFI da função de trans-
ferência é

h(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
|H(ω)|e−jθ(ω)ejωtdω, (5-2.5)

e utilizando o facto de que h(t) deve ser real para um sistema realizável (o que implica
que o termo em sin é nulo), então

h(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
|H(ω)| cos[ωt − θ(ω)]dω. (5-2.6)
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A partir desta última equação deduz-se que o valor máximo da resposta impulsiva se
obtem para cos[ωt− θ(ω)] = 1 o que dá

hmax =
1

2π

∫ ∞

−∞
|H(ω)|dω, (5-2.7)

substituindo a equação (5-2.7) na definição (5-2.3) obtem-se

Dt =
H(0)

1
2π

∫ ∞
−∞ |H(ω)|dω

=
2π

Bω
, (5-2.8)

que é a relação procurada, e que indica muito simplesmente, que a duração da resposta
impulsiva é inversamente proporcional à banda passante,

Dt =
1

Bf

. (5-2.9)

5.2.3 Resposta indicial

É muitas vezes útil conhecer a resposta de um sistema a um degrau unidade (respos-
ta indicial). Quando um sistema cuja resposta impulsiva é h(t) é excitado por um
degrau unidade, a resposta pode-se escrever

a(t) = h(t) ∗ u(t) =
∫ ∞

−∞
h(τ)u(t − τ)dτ, (5-2.10)

ou seja

a(t) =
∫ t

−∞
h(τ)dτ, (5-2.11)

o que simplesmente confirma o que já sab́ıamos a partir de (2-3.57), i.e., que a derivada
da resposta indicial é igual à resposta impulsiva. O valor final para t → ∞ pode-se
escrever a partir de (5-2.11) e da TF de h(t) no ponto ω = 0 como sendo

a(∞) =
∫ ∞

−∞
h(τ)dτ = H(0). (5-2.12)

Talvez o mais simples seja passar através da TF de a(t) que é

A(ω) = H(ω)U(ω) = πH(ω)δ(ω) +
H(ω)

jω
, (5-2.13)

cuja TFI se obtem a partir do espectro de h(t)

a(t) =
1

2

∫ ∞

−∞
H(ω)δ(ω)ejωtdω +

1

2π

∫ ∞

−∞

|H(ω)|
jω

ej[ω(t−t0)]dω. (5-2.14)
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O primeiro termo desta expressão é fácil de calcular e dá H(0) = |H(0)|e0 = |H(0)|/2.
No segundo termo podemos considerar que h(t) é real (e realizável) e por isso dizer
que a sua TF é uma função tal que H(−ω) = H∗(ω) o que implica que desenvolvendo
o segundo termo

1

2π

∫ ∞

−∞

|H(ω)|
jω

ej[ω(t−t0)]dω =
1

2π

∫ ∞

−∞

|H(ω)|
jω

cos[ω(t − t0)]dω +

+
1

2π

∫ ∞

−∞

|H(ω)|
jω

sin[ω(t − t0)]dω

e dado que o primeiro termo do segundo membro é ı́mpar e o segundo termo é par
(devido à divisão por jω) integrados num intervalo de [−∞,∞] faz com que o termo
em cos seja nulo, obtendo

a(t) =
|H(0)|

2
+

1

π

∫ ∞

0

|H(ω)|
ω

sin[ω(t − t0)]dω.. (5-2.15)

Esta última relação dá-nos a(t) em função de H(ω). Para obter a(t) em função de
h(t) teremos que utilizar (5-2.11) e escrever

a(t) =
∫ t0

−∞
h(τ)dτ +

∫ t

t0
h(τ)dτ, (5-2.16)

de onde utilizando t = t0 em (5-2.15), que anula o termo em sin, e o facto que
H(0) = a(∞) de (5-2.12) temos que

a(t0) =
∫ t0

−∞
h(τ)dτ =

|H(0)|
2

=
a(∞)

2
. (5-2.17)

Podemos agora determinar alguns parâmetros caracteŕısticos das respostas im-
pulsiva e indicial muito úteis na caracterização de sistemas lineares. Um deste
parâmetros, muito importante em análise transitória, é o tempo de subida tr (rise-
time) que é definido como sendo o tempo que o sistema demoara a chegar do estado
de repouso ao valor final quando um degrau unidade é colocado à entrada. Pode-se
então escrever que o tempo de subida tr depende fortemente do declive P da resposta
indicial quando passa do valor inicial para o valor final e escrever

P =
da(t)

dt
|t=t0 =

a(∞) − 0

tr
= hmax = h(t0), (5-2.18)

visto que hmax é o valor de h(t = t0). O tempo de subida tr é então dado por

tr =
a(∞)

hmax
=

H(0)

hmax
= Dt =

1

Bf
, (5-2.19)
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Figura 5.2: relação entre as respostas impulsiva h(t) e indicial a(t).

onde Dt é a duração da resposta impulsiva já definida anteriormente. Este resultado
não é surpreendente e apenas indica que o sistema é tanto mais rápido (tr mais pe-
queno) quanto menor for a duração da resposta impulsiva; por seu lado uma resposta
impulsiva de menor duração implica uma resposta em frequência com uma maior
banda passante como já vimos anteriormente e está bem patente em (5-2.9). A figura
5.2 mostra graficamente as relações entre a(t) e h(t) assim como as definições dos
parâmetros caracteŕısticos.

5.2.4 Filtro passa-baixo ideal

Um exemplo prático muito frequente de sistemas só com distorção de amplitude é o
do filtro passa-baixo ideal, cuja resposta em frequência se encontra representada na
figura 5.3. O módulo da sua função de transferência escreve-se

Figura 5.3: filtro passa baixo ideal.
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|H(ω)| =

{

H0, |ω| < ωc,
0, |ω| > ωc.

(5-2.20)

enquanto que a caracteŕıstica de fase é θ(ω) = t0ω e portanto a função de transferência
é

H(ω) = H0rect(
ω

2ωc
)e−jωt0 , (5-2.21)

da qual se obtem a resposta impulsiva

h(t) =
ωcH0

π

sin ωc(t − t0)

ωc(t − t0)
, (5-2.22)

e a resposta ao degrau unidade, utilizando (5-2.21) em (5-2.15) com a mudança de
variável τ = ωc(t − t0), permite-nos escrever,

a(t) =
H0

2
+

H0

π

∫ ωc(t−t0)

0

sin τ

τ
dτ. (5-2.23)

Da mesma maneira, um sinal x(t) é chamado sinal passa-baixo se X(ω) = 0, |ω| >
ωc. Nesse caso a resposta do filtro H(ω) a este sinal escreve-se

Y (ω) = H(ω)X(ω) = X(ω)H0e
−jωt0 , (5-2.24)

e portanto o sinal filtrado é
y(t) = H0x(t − t0), (5-2.25)

o que mostra o facto evidente que o sinal passa-baixo passando num filtro passa-baixo
com a mesma frequência de corte não sofre distorção.

5.3 Sistemas só com distorção de fase

Consideramos agora os sistemas cuja caracteŕıstica de fase não é linear mas que
mantêm uma caracteŕıstica de amplitude constante em função da frequência. No
entanto, mesmo se a fase de tais sistemas já não se pode pôr sobre a forma θ(ω) =
ωt0, ela conserva de qualquer maneira o seu caracter de função ı́mpar, para poder
representar sistemas fisicamente realizáveis. O problema da variação de fase é dif́ıcil
de abordar no caso geral. Consideraremos portanto o caso em que a distorção de
fase se pode representar como uma variação ∆ω em torno a uma fase linear. Assim
a caracteŕıstica de fase de um tal sistema poder-se-á escrever

θ(ω) = θ0(ω) + ∆θ(ω), (5-3.1)

e a função de transferência

H(ω) = |H(ω)|e−jθ(ω) = |H(ω)|e−j[θ0(ω)+∆θ(ω)], (5-3.2)
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ou seja

H(ω) = H0(ω)e−j∆θ(ω), (5-3.3)

onde H0(ω) é a resposta em frequência de um sistema sem distorção. O tratamento
clássico deste tipo de distorção faz-se considerando que ∆θ(ω) ≪ 1 e então

e−j∆θ(ω) ≃ 1 − j∆θ(ω), (5-3.4)

portanto a equação do sistema transforma-se em

H(ω) ≃ H0(ω)[1 − j∆θ(ω)]. (5-3.5)

É comum considerar-se que a variação de fase em torno da fase linear é de tipo
sinusoidal:

∆θ(ω) = b sin(
nπω

ωc
), (5-3.6)

desenvolvendo o seno em soma de exponenciais obtemos

H(ω) ≃ H0(ω)[1 − b

2
ejnπω/ωc +

b

2
e−jnπω/ωc ], (5-3.7)

cuja resposta impulsiva será então

h(t) ≃ h0(t) −
b

2
h0(t +

nπ

ωc
) +

b

2
h0(t −

nπ

ωc
), (5-3.8)

podendo observar-se o aparecimento de dois sinais eco devido à distorção de fase.

Se a variação de fase não é pequena em relação a 1, desenvolve-se a exponencial
do termo de distorção em série de Fourier no intervalo (−ωc, ωc). Como a fase deve
ser uma função ı́mpar, o desenvolvimento só terá os termos em seno, de forma que

∆θ(ω) =
∞
∑

n=1

Bn sin(
nπω

ωc
), (5-3.9)

com

Bn =
2

ωc

∫ ωc

0
∆θ(ω) sin(

nπω

ωc
)dω, (5-3.10)

obtendo por substituição na equação da função do sistema

H(ω) = H0(ω)[J0(b) + J1(b)e
j πω

ωc + J−1(b)e
−j πω

ωc + ...], (5-3.11)

onde Jk(b) é a função de Bessel de primeira espécie (ver Abramowitz [4]). Encontra-
mos portanto uma série de ecos espaçados de π/ωc.
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5.4 Sistemas de 1a e 2a ordem

Antes de abordarmos a questão dos filtros convém recordar a caracterização dos siste-
mas mais simples, de primeira e segunda ordem, à luz dos conceitos de representação
frequencial e resposta temporal.

5.4.1 Representação frequencial

A análise frequencial faz-se através do traçado do diagrama de Bode, i.e., aplicando
um sinal sinusoidal à entrada x(t) do sistema. Se x(t) é sinusoidal, a sáıda y(t)
também vai ser sinusoidal, porém com um eventual atraso de fase e uma modificação
de amplitude. Podemos então escrever a função de transferência

H(ω) =
Y (ω)

X(ω)
= A(ω)ejφ(ω), (5-4.1)

a partir da qual o traçado de Bode se faz em dois gráficos, amplitude em dB

AdB = 20 log10 |A(ω)| = f(log10 ω)

e fase em linear
φ(ω) = g(log10 ω).

É frequente considerar intervalos de frequência correspondentes a uma oitava, quando
se passa de f1 para 2f1 ou a uma década quando se passa de f1 para 10f1. Uma das
vantagens da representação de Bode consiste no facto de dois sistemas H1 e H2 em
série poderem ser representados por um único sistema H cujo módulo é o produto
dos módulos e a fase é a soma das fases, resultando em Bode na soma dos diagramas
de amplitude e na soma dos diagramas de fase (o logaritmo do produto é a soma dos
logaritmos!).

Recorrendo à forma geral (3-10.3) podemos escrever a função de transferência H(ω)
como

H(ω) = A(ω)ejφ(ω)

=

∑M
l=0(−1)l+1bl(jω)l

∑N
i=0(−1)i+1ai(jω)i

=
b0 + b1(jω) + . . . + bM (jω)M

a0 + a1(jω) + . . . + aN(jω)N
, (5-4.2)

na qual as ráızes do polinómio do numerador são chamados os zeros zl da função
de transferência e as ráızes do denominador são chamados os pólos pi da função de
transferência. Podemos assim escrever

H(ω) = K

∏M
l=1(jω − zl)

∏N
i=1(jω − pi)

, (5-4.3)
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a partir da qual podemos notar que mesmo que os coeficientes al e bi sejam reais os
zeros e pólos poderão ser reais ou complexos.

Os sistemas de primeira ordem são caracterizados apenas por um único pólo ou
zero reais. Os sistemas de segunda ordem têm dois pólos ou dois zeros que podem ser
reais ou complexos. Existe um caso particular que é quando o sistema admite ráızes
nulas, zl = 0 ou pi = 0. Devemos ainda considerar o caso de ráızes múltiplas como
seja (jω − zi)

l para zi 6= 0 ou (jω)l quando zi = 0.

1) diagrama de Bode de jω ou 1/jω

O diagrama de Bode tipo para os sistemas com ráızes nulas encontra-se represen-
tado na figura 5.4
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Figura 5.4: diagrama de Bode de jω e 1/jω.

Podemos facilmente deduzir que o sistema (jω)l terá uma inclinação em amplitude
de l × 20 dB/década e uma fase que será l × 90 graus. Da mesma forma o sistema
1/(jω)l terá uma inclinação em amplitude de −l×20 dB/década e uma fase que será
−l × 90 graus.

2) diagrama de Bode dos sistemas de primeira ordem

O diagrama de Bode tipo para os sistemas de primeira ordem do tipo 1 + jωT ou
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1/(1 + jωT ) tomará a seguinte forma

|A(ω)|dB = 20 log10

√
1 + ω2T 2

≈
{

20 log10 ωT ω → ∞
0, ω → 0

(5-4.4)

ou

|A(ω)|dB = −20 log10

√
1 + ω2T 2

≈
{−20 log10 ωT ω → ∞

0, ω → 0
(5-4.5)

de onde podemos obter a representação assimptótica para sistemas de primeira ordem
representada na figura 5.5.
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Figura 5.5: diagrama de Bode assimptótico de sistemas de primeira ordem.

De notar que se trata de uma representação assimptótica através de dois segmentos
de recta para o módulo e três para a fase, para ω < ωc e para ω > ωc, onde ωc = 1/T é
a pulsação de corte do sistema. O erro máximo cometido em amplitude entre a curva
real e o diagrama assimptótico é de 3 dB e esse erro máximo encontra-se precisamente
quando ω = ωc. O erro máximo em fase é de cerca de ±6 graus e é cometido a ωc/10
e 10ωc.

3) diagrama de Bode dos sistemas de segunda ordem
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Podem-se obter sistemas de ordem 2 ou de ordem superior por simples montagem
em série de vários sistemas de primeira ordem. Como já foi dito os diagramas de Bode
assimptóticos resultantes deduzem-se facilmente dos diagramas das figuras 5.4 e 5.5.
O problema é diferente se as ráızes não forem reais. Vejamos, a t́ıtulo de exemplo, o
caso de um sistema de 2a ordem com dois pólos complexos conjugados do tipo

A(ω) =
K

(jω − s1)(jω − s∗1)

=
K

−ω2 − 2jωα1 + α2
1 + ω2

1

, (5-4.6)

onde fizemos o pólo s1 = α1 + jω1. Definindo os coeficientes habituais ξ = −α1/ω0 e
ω2

0 = α2
1 + ω2

1 e K = ω2
0, temos

A(ω) =
ω2

0

−ω2 + 2jωω0ξ + ω2
0

, (5-4.7)

onde ω0 é chamada a pulsação do sistema não amortecido e 0 ≤ ξ é o coeficiente
de amortecimento. Para ξ = 0 temos um sistema não amortecido, se ξ for igual a 1
temos que α1 = ω0 o que corresponde ao regime cŕıtico. Se ξ > 1 temos o regime
sobre amortecido e finalmente se 0 < ξ < 1 temos o regime sob amortecido. Para uma
revisão destes vários regimes de funcionamento ver a sebenta de Análise de Circuitos,
caṕıtulo 5, [3]. Podemos então escrever o módulo da resposta em frequência

|A(ω)| =
ω2

0
√

(ω2
0 − ω2)2 + 4ξ2ω2

0ω
2
. (5-4.8)

O máximo de |A(ω)| obtem-se calculando a derivada de (5-4.8) e igualando a zero, o
que permite obter (descartando a solução trivial ω0) a pulsação ωM correspondente
ao máximo que é

ωM = ω0

√

1 − 2ξ2, (5-4.9)

que só existirá quando ξ < 1/
√

2 ou seja quando ξ < 0.707. Isto é, se 0.707 < ξ < 1
não existe máximo, se ξ < 0.707 então a curva do módulo tem um máximo, por vezes
chamado sobre-tensão, que será tanto mais pronunciada quanto mais pequeno for o
valor do coeficiente ξ, colocando (5-4.9) na expressão do módulo

|A(ωM)| = AM =
1

2ξ
√

1 − ξ2
. (5-4.10)

Além disso a frequência de ressonância ωM desloca-se em função de ξ de acordo com
a relação (5-4.9) e que será tanto mais inferior a ω0 quanto maior for ξ, tendendo ao
limite para ω0 quando ξ = 0.
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Figura 5.6: diagrama de Bode de sistemas de segunda ordem para valores do coefi-
ciente de amortecimento ξ = 0.05, 0.25, 0.5, 0.707, 1, 2 e 4 e para uma frequência
normalizada u = ω/ω0.

A curva de fase obtem-se calculando o argumento da expressão (5-4.7) que se
escreve

φ(ω) = −6 {ω2
0 − ω2 + 2jξω0ω}

= −Arctg
2ξω0ω

ω2
0 − ω2

, (5-4.11)

que varia entre 0 e −π quando ω varia de 0 a ∞. A transição em torno a ω0 é
tanto mais brusca quanto menor for o valor de ξ. O módulo e fase de um sistema de
segunda ordem como aquele estudado até aqui encontra-se representado na figura 5.6
para vários valores do coeficiente de amortecimento ξ.

5.4.2 Representação temporal

Já estudámos anteriormente a resposta temporal de vários sistemas seja a um impulso
- resposta impulsiva - seja a um degrau unidade - resposta indicial.

1) sistemas de primeira ordem
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A função de transferência no domı́nio de Laplace, por exemplo para um sistema
do tipo passa-baixo, escreve-se

H(s) =
K

1 + Ts
, (5-4.12)

onde K é uma constante real e T é a constante de tempo, de onde podemos calcular
a resposta indicial, i.e., a resposta a um sinal de entrada X(s) = 1/s,

A(s) =
K

s(1 + Ts)
, (5-4.13)

que admite dois pólos, um em zero e o outro em −1/T , obtendo-se uma resposta no
domı́nio do tempo

a(t) = K(1 − e−t/T ). (5-4.14)

Esta resposta já foi estudada extensivamente em Análise de Circuitos. Relembramos
que a tangente na origem tem inclinação K/T , que a(T ) = 2/3K e que o tempo de
subida tr, para o qual é atingido 95% do valor final, é tr ≈ 3T .

2) sistemas de segunda ordem

Utilizando a mesma técnica para um sistema de segunda ordem de função trans-
ferência

H(s) =
ω2

0

s2 + 2ξω0s + ω2
0

, (5-4.15)

cuja resposta indicial, para X(s) = 1/s, admite três pólos, um igual a zero e dois
complexos conjugados

s1,2 = −ξω0 ± jω0

√

1 − ξ2. (5-4.16)

permitindo a seguinte decomposição em fração racional da resposta A(s) ao degrau
unidade

A(s) = A/s +
B

s − s1

+
B∗

s − s2

(5-4.17)

onde, obviamente, s2 = s∗1. O cálculo dos coeficientes permite-nos deduzir

A = 1,

B = −
√

1 − ξ2 − jξ

2
√

1 − ξ2
,

de onde substituindo em (5-4.17) e fazendo a TLI se obtém a relação temporal da
resposta indicial

a(t) = 1 − e−ξω0t

√
1 − ξ2

[ξ sin(ω0t
√

1 − ξ2) +
√

1 − ξ2 cos(ω0t
√

1 − ξ2)]. (5-4.18)

88



Fazendo ξ = cos φ e
√

1 − ξ2 = sin φ e utilizando a relação sin(a + b) = sin a cos b +
sin b cos a, temos que a resposta indicial se pode escrever

a(t) = 1 − e−ξω0t

√
1 − ξ2

sin(ω0t
√

1 − ξ2 + φ), (5-4.19)

tratando-se de uma resposta oscilatória que ultrapassa o valor final é importante
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Figura 5.7: reposta indicial num sistema de segunda ordem para vários valores de
ξ=0.05, 0.25, 0.5, 0.707 e 0.95.

calcular o valor máximo e as abcissas dos máximos e mı́nimos (ver figura 5.7). Estes
obtem-se derivando a(t) e igualando a zero

da(t)

dt
= ξω0

e−ξω0t

√
1 − ξ2

sin(ω0t
√

1 − ξ2+φ)− e−ξω0t

√
1 − ξ2

cos(ω0t
√

1 − ξ2+φ)ω0

√

1 − ξ2 = 0,

(5-4.20)
implica que

ξ sin(ω0t
√

1 − ξ2 + φ) = cos(ω0t
√

1 − ξ2 + φ)
√

1 − ξ2, (5-4.21)

onde, dado os valores de φ permite escrever

tan(ω0

√

1 − ξ2tp + φ) = tan φ, (5-4.22)

que por sua vez implica

ω0

√

1 − ξ2tp = kπ, (5-4.23)

onde tp corresponde ao(s) instante(s) dos máximo(s)/mı́nimo(s) que se obtem para
valores inteiros de k e directamente como sendo

tp =
π

ω0

√
1 − ξ2

, (5-4.24)
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para k = 1, primeiro máximo e por substituição em (5-4.19) obtem-se o valor máximo
da resposta nesse instante

ap = 1 + exp(
−ξπ√
1 − ξ2

). (5-4.25)

A partir destas duas últimas equações podemos ver que quanto menor for o valor do
coeficiente de amortecimento ξ, mais rápida será a resposta do sistema, tp pequeno,
mas por outro lado a ultrapassagem do valor final é maior, ap mais elevado em relação
a 1. Isto pode ser verificado graficamente na figura 5.8
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Figura 5.8: valor da ultrapassagem do primeiro máximo da resposta indicial de um
sistema de ordem 2, em percentagem (%) do valor final em função do coeficiente de
amortecimento ξ.

Podemos agora tecer algumas considerações sobre as relações entre as respostas
temporal e frequencial. Relembremos os valores das respostas indiciais calculados
nos dois últimos caṕıtulos, em frequência







ωM = ω0

√
1 − ξ2

AM = 1

2ξ
√

1−ξ2
, (5-4.26)

e no tempo










tp = π

ω0

√
1−ξ2

ap = 1 + exp( −ξπ√
1−ξ2

),
(5-4.27)

portanto podemos concluir que um valor pequeno de ξ, digamos inferior a 0.4 resulta
numa forte sobretensão e numa forte ultrapassagem do valor final da resposta tem-
poral. Simultaneamente obtem-se um sistema que responde rapidamente no tempo
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e que tem uma banda passante estreita na frequência, trata-se por isso de um sis-
tema relativamente selectivo. Existe por isso uma relação estreita entre as respostas
frequencial e temporal e o conhecimento tanto de uma como da outra permitem
determinar os coeficientes do sistema.

Existe um valor particular ξ = 0.425 para o qual se obtem uma sobretensão de 2.3
dB e uma ultrapassagem de 20% da resposta indicial, que é normalmente aceitável
na prática.

5.5 Generalidades sobre a śıntese de filtros

Caracterizando a resposta em frequência do filtro por G(f) = Y (f)/X(f), e uma
vez calculada a função G(f), trata-se em seguida de nos assegurarmos que esta é
praticamente realizável por um sistema invariante e “económico”. Para que o sistema
seja realizável é necessário que ele seja causal e estável. Isto é, que num tal sistema, o
sinal de sáıda não poderá preceder o sinal de entrada, e que para um sinal de entrada
de energia finita, o sinal de sáıda também deverá ser de energia finita. Por outro
lado, é também necessário que o número de operações seja finito, e que a resposta
em frequência seja o mais próxima posśıvel daquela desejada.

Esquematizando, pode-se dizer que os filtros digitais se classificam em dois grandes
grupos:

• filtros de resposta impulsiva finita (FIR, finite impulse response)

• filtros de resposta impulsiva infinita (IIR, infinite impulse response)

No caso dos filtros FIR o sinal resposta do filtro obtém-se através de uma equação
de convolução discreta do tipo (2-3.41) mas com um número finito de termos N
correspondente à duração da resposta impulsiva do filtro e onde h[n], x[n] e y[k]
são versões discretas da resposta impulsiva do filtro e dos sinais de entrada e de
sáıda respectivamente. Faz ainda parte do tipo de filtros FIR o método da śıntese de
Fourier. A ideia consiste em transformar o sinal do domı́nio do tempo para o domı́nio
da frequência, multiplicá-lo pelo filtro, e fazer em seguida uma transformada inversa
de novo para o domı́nio temporal para obter o sinal resposta. Neste caso, a função de
transferência não é modificada por erros devidos à limitação da resposta impulsiva ou
erros de arredondamento. No entanto, este tipo de implementação sofre dos proble-
mas de limitação temporal do sinal quando da transformação tempo para frequência
e vice-versa. Estes problemas foram discutidos abundantemente no caṕıtulo anterior
e não serão retomados aqui.

Pelo seu lado, os filtros IIR são geralmente implementados através de uma equação
do tipo de (2-7.4) que é uma forma recursiva do sinal de sáıda y(t) e que não faz
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nenhuma hipótese de limitação na duração da resposta impulsiva do sistema. O
cálculo do filtro resume-se à determinação da ordem N e M das partes AR e MA do
filtro e do cálculo dos coeficientes an e bm, de modo a que a função de transferência
obedeça à equação (3-10.2).

Antes de analisarmos os métodos de śıntese para os filtros FIR e IIR devemos
determinar os tipos de filtros que pretendemos realizar e quais os parâmetros que
os caracterizam. Como acabámos de dizer, em geral, os filtros são caracterizados
pela sua resposta em frequência G(f). Assim podem ser classificados pelas funções
ideais passa-baixo, passa-alto, passa-banda e corta-banda. Acabámos de definir as
caracteŕısticas e os tipos de filtros ideais, ou seja, aqueles que na banda passante
deixam passar tudo sem alteração e cortam absolutamente tudo na banda de corte.
Como sabemos tais filtros não são realizáveis, e teremos que definir quais os valores
máximos de desvio que se podem admitir entre a realização ideal e a realização
prática. Assim somos levados a definir quantidades como por exemplo: oscilação na
banda passante, oscilação na banda de corte, largura da banda de transição, etc...
Noutras palavras, deveremos definir uma margem de tolerância em torno aos valores
ideais que constituem os valores máximos e mı́nimos a não ultrapassar (figura 5.9).

Figura 5.9: margens de tolerância na śıntese de filtros.

5.6 Śıntese de filtros FIR

A implementação prática dos filtros FIR faz, em geral, apelo à equação de convolução
no caso discreto. Este tipo de implementação é posśıvel porque o número de amostras
da resposta impulsiva do filtro é tornado finito. A śıntese dos filtros FIR faz-se através
da resolução da TFI da função G(f). As principais vantagens destes filtros é que são
estáveis e causais. São estáveis se todos os valores da resposta impulsiva g(t) são
< ∞ e causais se g(t) = 0 para t < 0. Temos portanto três casos posśıveis segundo a
forma do filtro G(f):
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a) se G(f) tem uma forma cuja TF inversa se pode calcular analiticamente com
um número finito de amostras, então obtém-se a forma discreta g[k] de g(t) e
efectua-se a filtragem por convolução discreta com o sinal de entrada utilizando
(2-3.41).

b) se a forma de G(f) não é tratável analiticamente, então temos de recorrer à
amostragem em frequência para discretizar G(f) → G[n] e poder aplicar uma
TF discreta inversa (i.e. a versão discreta em frequência de (3-3.7)) para obter
a forma de g[k] com um número finito de amostras que será, nesse caso, igual ao
comprimento da TF discreta (número de amostras no intervalo [−1/2T, 1/2T ]).
Uma vez que obtivemos g[k] de duração L a filtragem faz-se, como anterior-
mente, por convolução com o sinal de entrada. O problema põe-se ao ńıvel da
qualidade da aproximação de G(f) por G[n]. Pode-se demonstrar que se obtém
uma relação de aproximação entre G(n) e G(f) do tipo

G(f) =
jπf(1 − L)

L

L/2−1
∑

n=−L/2

G(n)
sin πfL

sin π(f − n/L)
e−jπn/L, (5-6.1)

demonstrando-se então que a função de interpolação dá um erro de aproximação
nulo às frequências n/L e finito entre essas frequências.

c) por último, temos o caso no qual a equação que define G(f) é matemáticamente
tratável mas a resposta impulsiva necessita um número infinito de amostras.
Este é o caso mais comum quando a forma de G(f) é a de um dos filtros ideais.
Já vimos que neste caso a limitação da duração de g(t) corresponde ao problema
da limitação da duração de um sinal ilimitado. Aplica-se então toda a teoria
das funções de observação (ou janelas) de diversos tipos segundo a forma de
g(t) e o G(f) desejado. Vamos supôr que o filtro desejado é um passa baixo
ideal é Gi(f) dado por

Gi(f) =

{

1 · ej2πfα, |f | ≤ fc

0, outro valor de f
(5-6.2)

onde fc é a freqência de corte e α é uma constante de fase, o que implica que
o filtro é de fase linear. A resposta impulsiva do filtro ideal escreve-se como a
TFI em tempo discreto de Gi(f),

gi[n] =
∫ 1/2

−1/2
Gi(f)ej2πfndf

=
∫ fc

−fc

1 · e−j2πfαej2πfndf

=
sin[2πfc(n − α)]

π(n − α)
. (5-6.3)
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Na prática, para obter um filtro FIR a partir da resposta impulsiva gi[n] esta
tem que ser limitada no tempo, i.e., vamos ter que trabalhar com uma resposta
impulsiva real, tal que

g[n] = gi[n]w[n], (5-6.4)

onde w[n] é chamada a função ou janela de observação. Como uma multi-
plicação no domı́nio do tempo corresponde a uma convolução no domı́nio da
frequência podemos escrever (5-6.4)

G(f) = Gi(f) ⊗ W (f)

=
∫ 1/2

−1/2
W (λ)Gi(f − λ)dλ, (5-6.5)

onde o śımbolo ⊗ significa convolução circular dado que, como já vimos, Gi(f)
é uma função periódica a convolução também terá que ser periódica, ou seja,
efectua-se no intervalo principal [−1/2, 1/2] e depois repete-se nos intervalos
[1/2, 3/2], [3/2, 5/2], etc... Torna-se fácil avaliar analiticamente esta expressão
de convolução porque Gi(f) é um filtro ideal. Algumas observações de ordem
geral:

(a) por definição W (f) é a TF de uma função discreta limitada a L amostras
e por isso terá um pico principal cuja largura é proporcional a 1/L e picos
laterais de menor amplitude (tipo sin x/x),

(b) a convolução periódica (5-6.5) tem como efeito produzir uma versão des-
focada de Gi(f),

(c) o pico principal de W (f) tem como efeito criar uma banda de transição em
Gi(f), cuja largura vai depender da largura do pico principal, i.e., quanto
menor for L maior será a largura do pico principal (proporcional a 1/L) e
maior será também a banda de transição do filtro G(f) resultante,

(d) os picos laterais de W (f) resultam em oscilações equivalentes na banda
passante e na banda de corte, que serão tanto maiores quanto maiores
forem os picos laterais (em relação ao pico principal),

ao limite poderemos dizer que se L tendesse para infinito, W (f) tenderia para
um dirac na frequência e teŕıamos G(f) = Gi(f). Passaremos em revista mais
abaixo algumas das funções de observação mais utilizadas.

Na grande maioria dos casos as caracteŕısticas definidas para um certo filtro dizem
sómente respeito ao espectro de amplitude |G(f)|. Assim a śıntese do filtro faz-
se livremente no que diz respeito à fase e, como é evidente, tenta-se sempre que a
distorção de fase seja a menor posśıvel, ou por outras palavras, tenta-se que o filtro
tenha uma caracteŕıstica de fase linear θ(f) = t0f . Para isso o filtro deve obedecer a
uma condição do tipo

Gl(f) = G(f)e−jθ(f), (5-6.6)
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onde G(f) deve ter uma caracteŕıstica de fase nula ∀f . Para que a caracteŕıstica de
fase seja nula é necessário e suficiente que a parte imaginária de G(f) seja ela mesma
nula. Ora isto só é posśıvel se g(t) for uma função par ou seja se

g(t) = g(−t), para |t| ≤ T

2
. (5-6.7)

Como o filtro que obedece a (5-6.7) não é causal, porque tem metade da sua resposta
impulsiva para t < 0, então temos de o deslocar de T/2 no sentido de t > 0. Assim
como um atraso temporal se transforma numa diferença de fase em frequência, obtem-
se que

θ(f) = 2πfT/2, (5-6.8)

que é uma equação linear em f . Tal condição permite não só obter um sistema que não
introduz distorção de fase mas também, tendo em conta a simetria (5-6.7), economizar
metada das operações quando da convolução de g(t) com o sinal de entrada - ou mais
precisamente da sua forma discreta g[k].

Não falaremos aqui do último tipo de implementação posśıvel de um filtro FIR que
é a implementação recursiva através de uma equação do tipo (2-3.41) pois isto será
discutido no próximo caṕıtulo quando da discussão da śıntese dos filtros IIR.

5.6.1 Função de observação rectangular

Para o caso de uma janela rectangular que permita obter um filtro estável e causal
teŕıamos um função de observação

w[n] =
{

1, 0 ≤ n ≤ M − 1
0, outro valor de n

(5-6.9)

cuja resposta em frequência é

W (f) =
sin(πfM)

sin(πf)
e−jπf(M−1), (5-6.10)

onde o termo de fase é devido ao facto de termos uma janela causal. Obviamente
trata-se de uma função sinc em frequência. Neste caso a convolução circular expressa
em (5-6.5) escreve-se

G(f) =
∫ 1/2

−1/2

sin(πλM)

sin(πλ)
e−jπλ(M−1)Gi(f − λ)dλ. (5-6.11)
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Se o filtro ideal Gi(f) for, por exemplo, do tipo passa baixo na banda [−fc, fc] pode-
mos reduzir o integral (5-6.11), considerando apenas a amplitude2, a

GA(f) ≈
∫ f+fc

−1/2

sin(πλM)

sin(πλ)
dλ, (5-6.12)

tal que f + fc ≤ 1/2, o que implica −1/2 + fc ≤ f ≤ 1/2 + fc. Assim (5-6.12)
permite-nos obter um valor cumulativo da resposta em frequência independente do
filtro desejado. A figura 5.10 mostra a função de observação rectangular no tempo
(a), em amplitude na frequência (b), em dB também na frequência (c) e finalmente a
resposta cumulativa na frequência (d) para um valor de M = 45 amostras. Pode-se
ver que:

 0 22 45

0

1

(a)

n

w
(n

)

−1 0 1

0

45

(b)

frequency in pi units

W
r

−1 0 1
40

13

 0

(c)

frequency in pi units

D
ec

ib
el

s

−1      1
50

21

 0

(d)

frequency in pi units

D
ec

ib
el

s

 Width=(1.8)*pi/M

Figura 5.10: janela de observação rectangular: no tempo (a), resposta em amplitude
na frequência (b) resposta em dB (c) e cumulativa em dB (d), para M = 45

1. a resposta de amplitude em frequência tem o seu primeiro zero para f = 1/M
e portanto a largura da banda de transição é aproximadamente o dobro, i.e.,
∆f = 2/M ;

2. o primeiro pico lateral encontra-se aproximadamente a f = 3/2M e por isso,
substituindo na amplitude de (5-6.10), obtem-se o valor da atenuação nesse
ponto que é de aproximadamente 2M/3π. Dividindo este valor pelo valor do

2note-se a diferença entre gráfico de amplitude e módulo: enquanto o módulo é sempre positivo,
o gráfico de amplitude pode ser positivo ou negativo; o mesmo se passa para a fase que quando
calculada como o arctan(b/a) onde b e a são respectivamente a parte imaginária e a parte real leva
a uma função cont́ınua por intervalos, enquanto a função de fase tirada directamente do expoente
da exponencial sob forma polar é frequentemente uma função cont́ınua de ω.
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máximo, que é igual a M , obtem-se a atenuação entre o máximo e o primeiro
pico lateral que vem a ser 2/3π ≈ 0.2122 = 13 db, e que se pode ver na figura
5.10(c), e finalmente

3. na figura 5.10(d) pode-se ver que a atenuação entre a banda passante e a banda
de atenuação é de cerca de 21 dB.

Sendo a função rectangular a janela de observação mais simples e natural, como
filtro ela contém algumas caracteŕısticas indesejáveis / insuficientes no que diz res-
peito à implementação de filtros. Em particular no que diz respeito à atenuação na
banda passante que é de apenas 21 dB, insuficiente em muitas aplicações. Além da
função de observação rectangular existem outras funções de observação que permitem
obter melhores resultados. Nos caṕıtulos seguintes passamos em revista as funções
de observação mais usuais e resumimos no quadro 1 as suas principais caracteŕısticas.
Podemos notar que, em geral, um aumento da atenuação na banda de corte encontra-
se acompanhada de um aumento da banda de transição o que, na prática, torna a
escolha da função de observação um compromisso entre estes dois factores. Esta lista
de funções de observação não é exaustiva. O Matlab contém uma série destas funções
pré-programadas.

Nome Banda de transição atenuação na
(×fs Hz) banda de corte (db)

Rectangular 0.9/M 21
Bartlett 3.05/M 25
Hanning 3.1/M 44
Hamming 3.3/M 53
Blackman 5.5/M 74

Tabela 1: tabela comparativa de janelas de observação temporais: principais carac-
teŕısticas.

5.6.2 Função de observação de Bartlett

Esta função resulta da convolução de duas funções rectangulares e permite obter uma
transição mais suave de 0 para 1 do que a função rectangular. A função de Bartlett
escreve-se

w[n] =











2n
M−1

, 0 ≤ n ≤ M−1
2

2 − 2n
M−1

, M−1
2

≤ n ≤ M − 1
0, para outro n,

(5-6.13)

A figura 5.11 mostra a função de observação de Bartlett no tempo (a), em amplitude
na frequência (b), em dB também na frequência (c) e finalmente a resposta cumulativa
na frequência (d) para um valor de M = 45 amostras.
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Figura 5.11: janela de observação de Bartlett: no tempo (a), resposta em amplitude
na frequência (b) resposta em dB (c) e cumulativa em dB (d), para M = 45.

5.6.3 Função de observação de Hanning

Neste caso a função de observação no tempo escreve-se

w[n] =

{

0.5[1 − cos( 2πn
M−1

)], 0 ≤ n ≤ M − 1
0, para outro n,

(5-6.14)

A figura 5.12 mostra a função de observação de Hanning no tempo (a), em amplitude
na frequência (b), em dB também na frequência (c) e finalmente a resposta cumulativa
na frequência (d) para um valor de M = 45 amostras.

5.6.4 Função de observação de Hamming

Neste caso a função de observação no tempo escreve-se

w[n] =

{

0.54 − 0.46 cos( 2πn
M−1

)], 0 ≤ n ≤ M − 1
0, para outro n,

(5-6.15)

A figura 5.13 mostra a função de observação de Hamming no tempo (a), em amplitude
na frequência (b), em dB também na frequência (c) e finalmente a resposta cumulativa
na frequência (d) para um valor de M = 45 amostras.
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Figura 5.12: janela de observação de Hanning: no tempo (a), resposta em amplitude
na frequência (b) resposta em dB (c) e cumulativa em dB (d), para M = 45.
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Figura 5.13: janela de observação de Hamming: no tempo (a), resposta em amplitude
na frequência (b) resposta em dB (c) e cumulativa em dB (d), para M = 45.

5.6.5 Função de observação de Blackman

Neste caso a função de observação no tempo escreve-se

w[n] =

{

0.42 − 0.5 cos( 2πn
M−1

)] + 0.08 cos( 4πn
M−1

), 0 ≤ n ≤ M − 1
0, para outro n,

(5-6.16)
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A figura 5.14 mostra a função de observação de Blackman no tempo (a), em amplitude
na frequência (b), em dB também na frequência (c) e finalmente a resposta cumulativa
na frequência (d) para um valor de M = 45 amostras.
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Figura 5.14: janela de observação de Blackman: no tempo (a), resposta em amplitude
na frequência (b) resposta em dB (c) e cumulativa em dB (d), para M = 45.

5.7 Śıntese de filtros IIR

A śıntese de filtros IIR retira a sua metodologia dos métodos clássicos de śıntese de
filtros analógicos com a adequada transposição para o caso discreto. A implementação
dos filtros IIR utiliza a equação de diferenças (2-3.41). Para que o filtro seja realizável
é necessário, mais uma vez, que ele seja causal e estável, ou seja, que

g(t) = 0, t < 0 (5-7.1)

e que
∫ ∞

0
|g(t)|dt < ∞. (5-7.2)

A função de transferência G(f) possui M pólos e N zeros que são respectivamente
os zeros do denominador e do numerador. Para que o filtro seja estável é necessário
que os pólos de G(f) estejam no interior do ćırculo unidade.

A metodologia a aplicar na śıntese de filtros IIR reside na transposição dos fil-
tros analógicos para filtros digitais. Nessa transformação é necessário que o eixo
imaginário do plano jω passe para o ćırculo unidade do plano exp(jωT ) e que o
meio-plano esquerdo do plano jω passe para o interno do ćırculo unidade do plano
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exp(jωT ). Estas duas condições garantem que um filtro analógico estável se traduza
por um filtro digital estável. Os filtros analógicos mais conhecidos são os filtros de
Butterworth (5.7.1), os filtros de Chebyshev (5.7.2) e os filtros eĺıpticos (5.7.3). Por
outro lado a passagem de uma função cont́ınua de ω para uma função discreta fará in-
tervir um processo de amostragem que só será tratado no programa de Processamento
Digital de Sinal.

5.7.1 Filtros Butterworth

Os filtros de Butterworth são especificados de modo a terem uma função de trans-
ferência com o mı́nimo de oscilações tanto na banda passante como na banda de
corte. O módulo quadrado da resposta em frequência do filtro que obedece a esta
especificação escreve-se

|H(ω)|2 =
1

1 + ( ω
ωc

)2N
, (5-7.3)

onde N é a ordem do filtro e ωc é a frequência de corte passa-baixo equivalente. De
notar que a partir de (5-7.3) temos que |H(ωc)| = 1/

√
2 e |H(0)| = 1. Além disso, a

inclinação de |H(ω)| para ω > ωc é proporcional a (1/ω)N . A figura 5.15 mostra o
módulo das respostas em frequência dos filtros de Butterworth numa escala linear e
para valores de N = 3 e N = 4.
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Figura 5.15: resposta em frequência filtros Butterworth para N = 3 e N = 4.
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5.7.2 Filtros Chebyshev

No caso dos filtros de Chebyshev, pode-se obter uma maior inclinação entre a banda
passante e a banda de corte, autorizando uma banda de transição mais estreita, tendo
de “pagar” por isso uma maior oscilação da resposta em frequência na banda passante
ou de corte. Os filtros de Chebyshev podem ser de dois tipos: tipo I - com oscilações
só na banda passante ou tipo II - só com oscilações na banda de corte, conforme
exemplificado na figura 5.16.
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Figura 5.16: resposta em frequência dos filtros Chebyshev tipo I e II

O módulo ao quadrado da resposta em frequência é, neste caso, dada por

|G(fa)|2 =
1

1 + µ2T 2
K(fa)

, µ real < 1 (5-7.4)

onde TK(fa) é o polinómio de Chebyshev de ordem K para a frequência normalizada
fa = f/fc, dado por

TK(fa) =

{

cos(Karcos2πfa), 0 ≤ |fa| ≤ 1/2
cosh(Karcosh2πfa), |fa| ≥ 1/2,

(5-7.5)

e que se pode calcular recursivamente,

TK+1(x) = 2xTK(x) − TK−1(x), (5-7.6)

com T0(x) = 1 e T1(x) = x. Como TN(1) = 1 para todo os valores de N , temos que
o módulo ao quadrado para f = fc é igual a

|G(1)|2 =
1

1 + µ2
, (5-7.7)

equação que, a partir do valor da atenuação a ω = ωc permite deduzir µ.
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Figura 5.17: resposta em frequência de filtros eĺıpticos

5.7.3 Filtros eĺıpticos

Os filtros eĺıpticos permitem obter a mais rápida transição entre a banda passante e
a banda de corte. Estes filtros tem oscilações controladas (valor máximo especificado
pelo utilizador) tanto na banda passante como na de corte (figura 5.17). O módulo
ao quadrado da resposta em frequência é, neste caso, dada por

|H(ωc)|2 =
1

1 + ǫ2U2
N (ω/ωc)

, (5-7.8)

onde UN (ω) é uma função eĺıptica Jacobiana de ordem N . Não faremos aqui uma
explicação aprofundada sobre as funções eĺıpticas e em vez disso dirigiremos o leitor
para referências na matéria, como por exemplo [4], ou para pacotes de software de
cálculo cient́ıfico tipo MATLAB e/ou MATEMATICA.
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A Folhas de Exerćıcios

A.1 Sistemas lineares e invariantes no tempo

Exerćıcio 1:

Para cada um dos sistemas representados abaixo determine se são sistemas lineares
ou não lineares e variantes ou invariantes no tempo. Para aqueles que forem lineares
e invariantes no tempo escreva a sua resposta impulsiva e função de transferência.

y(t)=x (t)
2

x(t)
(  )

2

A(t)
x(t) y(t)=A(t)x(t)

x(t) +

-

τ

y(t)=x(t)-x(t-  )
Σ

atraso

atraso τ

x(t) y(t)
X du

t-T

t

(a)

(b)

(c)

(e)

(d)

X
x(t)

z(t)=a(t)cos[    t +    (t)]

y(t)=x(t) z(t)

ω φc

τ
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Exerćıcio 2:

Considere as funções de transferência abaixo. Determine para cada uma delas se
o sistema correspondente é realizável e porquê.

a) rect(f/2W )

b) exp[−(ωt0)
2/2]

c) δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)

Exerćıcio 3:

Considere a função

y(t) =
∫ t

−∞
x(u) exp[−a(t − u)]du

que transforma x(t) em y(t). Esta função poder ser implementada por um opera-
dor linear ? No caso afirmativo, determine a sua resposta impulsiva e função de
transferência. No caso contrário demonstre porquê.
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A.2 Convolução

Exerćıcio 1: considere o sinal porta rectangular x(t) definido por

x(t) =
{

1 0 ≤ t ≤ T
0 outro t

como o sinal de entrada de um sistema de resposta impulsiva h(t) dada por

h(t) = e−atu(t)

onde a < 1 é uma constante e onde u(t) é a função degrau unidade.

1. determine graficamente a resposta y(t) do sistema.

2. calcule a resposta y(t) do sistema e compare com o resultado obtido grafica-
mente.

3. calcule a resposta indicial do sistema.

Exerćıcio 2:

Um filtro tem como resposta impulsiva

h[n] = exp (−0.5n)u[n]

1. determine a resposta do filtro a um Dirac δ[n]

2. determine e represente a resposta indicial do filtro

3. calcule e represente a resposta y[n] do filtro ao sinal de entrada x[n] = exp (0.5n)u[−n]
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A.3 Folha 3 - Transformada de Laplace

Exerćıcio 1: para as seguintes funções

g(t) = tu(t) + 2u(t) + 2δ(t)

v(t) = 10e−5tδ(t − 0.1)

w(t) = cos(5t)u(t)

x(t) = sin(2t)u(t)

y(t) = [cos(4t) − sin(4t)]u(t)

z(t) =
√

2 cos(t − π/4)u(t)

i(t) = e−2t cos(3t)u(t)

e(t) = [4e−t − e−4t − 3 cos(2t)]u(t)

p(t) = [2e−2t cos(t) − e−2t]u(t)

a) calcule as suas transformadas de Laplace, exprimindo o resultado sob forma de
fracção racional.

b) represente os seus pólos e zeros no plano s.

Exerćıcio 2: para as três funções f(t), g(t) e h(t) abaixo calcule as suas TL e em
seguida a partir do resultado determine os valores iniciais e finais de f(t), g(t) e h(t).
Finalmente calcule a área sob cada uma das funções temporais.

f(t) = Ae−αtu(t)

g(t) = B(1 − e−αt)u(t)

h(t) = Cte−αtu(t)

Exerćıcio 3: calcule as TLI das seguintes funções

W (s) = 10s
s2+25

X(s) = 2s−10
s2+25

Y (s) = s2+2s+2+6s−1

s2

Z(s) = s2+4s+4
s2+2s+2
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E(s) = s3+3s2+5s+6
s2+5s+6

F (s) = (25s2+10s+2)e−5s

s3

G(s) = [T (s+α)+1]e−T (s+α)

s2+2αs+α2

H(s) = 20(s + α)−3

I(s) = 2s2+5s+9
(s+1)2(s+7)

M(s) = s−1+e−s

s2(1−e−s)
(faça um esboço de m(t))

108



A.4 Folha 4 - Análise Harmónica

Exerćıcio 1:

Calcule a Transformada de Fourier para os sinais da figura A.1

1 1

1 1

1

f(t) g(t)

x(t) y(t)

e-αt

e-αt

eαt

eαt-

e-αt||

t t

tt

Figura A.1: sinais aperiódicos.

Exerćıcio 2:

Calcule as Transformadas de Fourier e faça um esboço dos espectros para as se-
guintes funções (ω0 = 2π/T ) :

a) w(t) = cos(ω0t)rect(t/T )

b) x(t) = cos(ω0t)rect(t/20T )

c) y(t) = cos(ω0t)u(t)

d) z(t) = cos(ω0t) para −∞ ≤ t ≤ ∞

e) sT (t) =
∑∞

n=−∞ δ(t − nT )

Exerćıcio 3:

Qual é a diferença entre os desenvolvimentos em série de Fourier de duas funções
que são idênticas salvo para os seus peŕıodos ? Como exemplo considere uma função
de peŕıodo 2π segundos e uma outra de peŕıodo π milisegundos.

Exerćıcio 4:
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Demonstre que se uma função periódica f(t) de peŕıodo T0, possui a propriedade
de simetria de meia onda, i.e.,

f(t ± T0/2) = −f(t)

o seu desenvolvimento em série de Fourier contem somente as componentes harmónicas
impares. Dê um exemplo de uma função deste tipo.

Exerćıcio 5:

Determinar o espectro Cn e os coeficientes an e bn do sinal periódico e(t) da figura
A.2.

Figura A.2: sinal periódico e(t).

Exerćıcio 6:

Para a função periódica representada na figura A.3 com T0 6= ∆/2, determine

Figura A.3: onda quadrada x(t).

a) o espectro de amplitude |C(n)|.
b) a densidade espectral de amplitude |X(ω)|.
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A.5 Folha 5 - Correlação

Exerćıcio 1:

Determine a função de intercorrelação das duas funções f1(t) e f2(t) definidas por:

f1(t) = A sin ω0t + B sin 2ω0t

f2(t) = C sin ω0t

Exerćıcio 2:

Para a função periódica x(t) do exerćıcio 6 da folha 4 calcular:

a) o espectro de potência p(n).

b) a função de autocorrelação r(τ) com ∆ < T0/2.

c) calcule a potência do sinal x(t).

Exerćıcio 3:

Para as funções temporais abaixo determine o espectro F (ω), a densidade espectral
de potência p(ω) e a função de autocorrelação r(τ):

a) Aδ(t)

b) B

c) Bu(t)

d) 1
∆

rect( t
∆

)

e) e−αtu(t)

f) A
∑∞

n=−∞ δ(t − nT )

g) 2δ(t) + δ(t − 1)

Exerćıcio 4:

Demonstre que a TFI da densidade espectral de potência média dada por

Sx(f) = lim
T→∞

|X(f)|2
2T
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é igual à função de autocorrelação definida por

rx(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x(t)x(t − τ)dt

para um sinal x(t) limitado no intervalo [−T, T ].

Exerćıcio 5:

Seja
x(t) = a2 cos2(ωct + θ)

onde a e θ são constantes. Calcule a função de autocorrelação e a densidade espectral
de potência de x(t).

Exerćıcio 6:

Seja x(t) um sinal cuja função de autorrelação é

rx(τ) = A exp(−b|τ |) cos(ωcτ)

Calcule a potência média temporal de x(t).

Exerćıcio 7:

Seja x(t) e y(t) dois sinais periódicos diferentes mas com o mesmo peŕıodo funda-
mental. Demonstre que a sua função de correlação média temporal contém sómente
as harmónicas presentes simultâneamente em x(t) e y(t).
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A.6 Folha 6 - Filtros: sistemas com e sem distorção

Exerćıcio 1:

Um filtro passa-baixo ideal, de frequência de corte ωc é excitado por uma função
x(t) rectangular

x(t) = rect(t/2T )

a) determinar a resposta indicial a(t) do filtro utilizando a função seno integral
definida por

Si(x) =
∫ x

0

sin y

y
dy

b) sob que condição a resposta y(t) poderá ser considerada sem distorsão em relação
à entrada.

c) determinar a resposta y(t) em função da resposta indicial a(t)

Exerćıcio 2:

Consideremos um sistema de fase linear mas com um ganho gaussiano definido por

H0(ω) = H0 exp(−βω2) exp(−jωt0)

a) determine a sua resposta impulsiva h0(t)

b) determine o valor máximo hmax e tempo de subida tr de h0(t)

c) determine e faça o esboço da sua resposta indical a0(t)

d) vamos agora admitir que este sistema tem igualmente uma distorsão de fase sinu-
soidal. Utilizando as relação desenvolvidas na aula determine as respostas impulsiva
h(t) e indicial a(t)

e) faça o esboço de h(t) e a(t)

Exerćıcio 3:

Um filtro Butterworth de fase linear é definido por

H(ω) =
H0

√

1 + (ω/α)2n
e−jωt0

Calcule h(t) para n = 1.
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B Folhas de Trabalhos Práticos

Esta secção do texto de apoio de Sinais e Sistemas contem os guiões das aulas práticas.
As aulas práticas encontram-se divididas em 7 textos distintos a executar ao longo
das 5 semanas de aulas de acordo com o calendário da tabela 2.

Semana 1 TP1 e TP2
Semana 2 TP3
Semana 3 TP4
Semana 4 TP5
Semana 5 TP6 e TP7

Tabela 2: Calendário de realização dos trabalhos práticos de Sinais e Sistemas.

Tanto a preparação como o relatório do trabalho prático serão entregues em formato
electrónico através do sistema de tutoria electrónica(Moodle)3 tendo em conta as
seguinte considerações:

1. os ficheiros de texto com a preparação e com o relatório do trabalho deverão
ser entregues em formato PDF;

2. o relatório do trabalho prático será um ficheiro de arquivo (formato zip) com
um m-file principal com o nome do trabalho em questão (p1.m, p2.m, etc...).
Este m-file principal abrirá janelas com figuras e escreverá no ecrán resultados
conforme solicitados no texto do trabalho sendo que a resposta a cada ponto
deverá ser expĺıcita e clara com legendas, eixos de abcissas e ordenadas com as
respectivas legendas e unidades. Para cada caso deverá ser escolhido o método
mais adequado para a representação dos resultados, incluindo vários gráficos
na mesma figura (usando cores e legendas) ou sub-figuras;

3. as preparac cões teóricas e os relatórios dos trabalhos práticos são entregues
individualmente dentro do prazo definido no Moodel.

4. a presença e entrega de todos trabalhos práticos é obrigatória.

3o tamanho de cada ficheiro é limitado a 5 MB.
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B.1 Folha 1 - Introdução ao Matlab

B.1.1 Preparação teórica

Introdução

O Matlab é um ambiente de trabalho dedicado ao cálculo cient́ıfico, métodos
númericos e processamento de sinal. A principal caracteŕıstica do Matlab é que
qualquer variável declarada é uma matriz portanto, em prinćıpio, qualquer operação
entre duas variáveis é uma operação matricial. Se a matriz for de dimensões 1× 1, é
um escalar e se for de dimensão 1 × N é um vector. Pode também ser de dimensão
superior a 2, i.e., pode ser uma matriz de 3, 4, 5 ou mais dimensões.

O Matlab é uma linguagem interpretada portanto, cada comando é executado
quando se faz return. É no entanto posśıvel executar funções e scripts, assim como
executáveis exteriores através dum shell.

Considere a seguinte matriz 2 × 2,

A =
2 1
1 2

a) calcule B = A · A

b) calcule C = produto ponto a ponto de A com A

c) calcule A−1

d) calcule o inverso ponto a ponto de A, 1/A.

e) faça uma rotação vertical das linhas da matriz

f) faça uma rotação horizontal das colunas da matriz

B.1.2 Trabalho prático

Exerćıcio 1: declaração de matrizes e funções.

1. declare um eixo temporal discreto t de dimensão N = 1024, para t1 = 0, . . . , tN =
2 s, utilizando a função linspace [faça help linspace]. Qual o intervalo de tempo
entre cada amostra em segundos ? Procure uma outra forma de fazer o mesmo
eixo temporal sem utilizar a função linspace. E se quiser fazer um eixo temporal
de [−2, 2] segundos ?

115



2. construa agora uma função s(t) = sin(x) onde x = ω0t. Se quisermos um seno
de frequência f0 = 10 Hz, como fazer ? Construa o vector s em função do vector
t do número anterior.

3. queremos agora aumentar a amplitude da função s(t) para um valor A = 4.3.

4. vamos agora construir uma nova função g(t) = exp (−αt), onde α = 2. Deter-
mine o vector g.

5. utilizando a função plot represente os vectores s e g, primeiro em duas figuras
separadas, depois no mesmo gráfico (função hold)e em seguida em dois gráficos
da mesma figura utilizando a função subplot. Coloque legendas nos eixos do
tempo e amplitude e titulos no vários gráficos.

6. determine agora a função h(t) = g(t)s(t) [help .*]. Represente h(t).

Exerćıcio 2: funções particulares.

1. construa a “função” Dirac unidade δ(n) que vale 1 para n = n0 e vale zero
para qualquer outro valor de n. Representa a função para vários valores de n0.
Verifique a utilização da função zeros e ones do Matlab.

2. faça o help da função function, que explica como realizar um função do Matlab.
Realizar o exemplo da média.

3. aplicar ao caso da “função” Dirac unidade, criando a função dirac-unit que tem
como parâmetros de entrada o intervalo de definição [n1, n2] e a posição do
Dirac n0. O que se passa se n0 não se encontra entre n1 e n2 ?

4. faça help for, que indica com fazer ciclos “for”. Imagine que quer fazer um sinal
no qual o Dirac unidade se repete com um peŕıodo de 10 amostras (“pente de
Diracs”). Como fazer, utilizando a função definida acima ? Represente.

5. vamos agora fazer o mesmo sinal periódico utilizando as capacidades matriciais
do Matlab, e em particular o comando matricial “:” . Para descobrir como
funciona construa uma pequena matriz 3 × 3,

A =
1 2 3
4 5 6
7 8 9

O separador é “;”. Agora faça B=A(:). Qual o resultado ? Imagine como pode
utilizar esta função para criar um sinal periódico tendo um peŕıodo T0. Aplicar
ao caso do Dirac unidade e compare a complexidade da solução do problema
com o ciclo for.
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6. fazer agora a “função” degrau unidade definida no intervalo n1, n2 e que vale
zero até um certo instante n0 a partir do qual passa a valer 1. O que se passa se
n0 não se encontra entre n1 e n2. Construa e represente a function degrau-unit.
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B.2 Folha 2 - Sinais discretos em Matlab

B.2.1 Preparação teórica

Exerćıcio 1: considere o sinal x[n] = u[n] − u[n − 20].

a) represente o sinal x[n]

b) represente o sinal x[−n]

c) represente o sinal x[8 − n]

d) calcule a energia ǫx do sinal x[n]

e) calcule a energia px do sinal x[n]. Dificuldades ?

Exerćıcio 2: considere o sinal x[n] = exp [(−0.1 + j0.3)n].

a) calcule o módulo |x[n]| e a fase 6 x[n] do sinal x[n]

b) represente o módulo e a fase de x[n] em função de n

B.2.2 Trabalho prático

Exerćıcio 1: operações com sinais e funções.

1. atraso temporal: partindo da função s(t) realizada no trabalho 1 construir uma
função do Matlab capaz de realizar um atraso temporal de n0 amostras, i.e.,
em entrada s[n] e em sáıda s[n − n0] onde n0 é um número inteiro positivo ou
negativo.

2. dobragem no tempo: uma função muito útil, nomeadamente na operação de
convolução é a dobragem temporal. Construir uma função do Matlab que per-
mita obter como sáıda uma versão dobrada em relação ao eixo do tempo do
sinal original, i.e., entra s[n] e sai s[−n] (explorar função fliplr).

3. soma e produto - energia: explorar as funções sum e prod. Aplicar estas funções
num modo eficiente de calcular a energia contida num sinal s[n], dada por

ǫ =
∞
∑

n=−∞
s2[n]
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4. potência: como é sabido, a potência é a energia por unidade de tempo de onde,
utilizando o resultado anterior, pretende-se calcular a potência do sinal num
determinado intervalo de N amostras (explorar a função mean, pode-se utilizar
sempre ?).

Exerćıcio 2:

Construa uma função porta a partir de dois degraus unidade, um atrasado em
relação ao outro, de forma que

x[n] = u[n] − u[n − n0]

onde a função degrau unidade já foi estudada no trabalho anterior e o atraso temporal
definido acima. Represente o resultado. Faça agora uma dobragem em relação ao
eixo do tempo, determinando x[−n].

Exerćıcio 3:

Gerar a função complexa

x[n] = exp (−0.1 + j0.3)n com − 10 ≤ n ≤ 10

Representar o seu módulo, fase, parte real e parte imaginária numa única figura,
particionada em quatro sub figuras. Cada figura terá o respectivo eixo, legendas e
t́ıtulo [utilizar a função stem para a representação].
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B.3 Folha 3 - Convolução

B.3.1 Preparação teórica

Exerćıcio 1: considere o sinal x[n] = u[n] − u[n − n0] como o sinal de entrada de
um sistema de resposta impulsiva h[n] dada por

h[n] = anx[n]

onde a = 0.9 é uma constante.

a) represente x[n] e h[n].

b) efectue o cálculo literal do sinal de sáıda y[n] do sistema.

Exerćıcio 2: considere a seguinte equação de diferenças representando a relação
entre a entrada x[n] e a sáıda y[n] de um sistema linear invariante no tempo,

y[n] − y[n − 1] + 0.9y[n − 2] = x[n]

a) calcule e faça um esboço da resposta impulsiva do sistema h[n]

b) calcule e faça um esboço da resposta indicial do sistema a[n]

c) trata-se de um sistema estável ? Porquê ?

B.3.2 Trabalho prático

Exerćıcio 1: considere o sinal porta rectangular x[n] = u[n]−u[n−20] como o sinal
de entrada de um sistema de resposta impulsiva h[n] dada por

h[n] = anx[n]

onde a = 0.9 é uma constante.

1. verifique o cálculo do exerćıcio 1 a) da preparação com o Matlab criando uma
função própria utilizando, em particular, as funções de atraso e dobragem já
desenvolvidas no trabalho anterior.

2. faça uma segunda verificação utilizando a função de convolução própria do
Matlab.
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3. compare e comente os resultados em termos de diferenças e semelhanças, pre-
cisão e tempo de cálculo (funções tic, toc, etime, clock, cputime, etc...) assim
como em termos de operações, função flops.

Exerćıcio 2:

Temos uma sequência de pontos x[n] formando um sinal triangular de duração
N = 10 amostras e de amplitude A = 4. Construa x[n] de forma eficiente. Filtre a
sequência x[n] com um filtro h[n], tal que

h[n] = exp−0.5n

1. determine a resposta do filtro a um Dirac

2. determine a resposta indicial do filtro

3. calcule o sinal de resposta do filtro y[n] ao sinal de entrada x[n]

4. construa versões atrasadas de n0=1, 2, 5 e 10 amostras do sinal de entrada x[n]
e determine as respectivas respostas do filtro.

Exerćıcio 3:

Considere a seguinte equação de diferenças representando a relação entre a entrada
x[n] e a sáıda y[n] de um sistema linear invariante no tempo,

y[n] − y[n − 1] + 0.9y[n − 2] = x[n]

Calcule e represente com a ajuda da função filter comparando com os resultados
obtidos na preparação:

1. a resposta impulsiva do sistema h[n]; n = 0, . . . , 120.

2. a resposta indicial do sistema a[n]; n = 0, . . . , 120.

3. verifique numericamente que se trata de um sistema estável.

4. calcule a energia do sinal.
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B.4 Folha 4 - TF de sinais discretos no tempo

B.4.1 Preparação teórica

A TF discreta no tempo é, por definição, cont́ınua na frequência e torna-se por isso
dif́ıcil de representar em Matlab através de um número finito de pontos. Outro
problema surge com a impossibilidade de calcular um número infinito de pontos
discretos no tempo.

Exerćıcio 1: considere o sinal x[n] = 0.5nu[n] onde u[n] é a função degrau unidade.

a) determine a expressão literal da TFDT X(f) de x[n].

b) faça um esboço de |X(f)| e de 6 X(f)

c) admitindo agora que o sinal x[n] é finito com N amostras, calcule a expressão
literal de X(f).

d) represente o módulo e a fase de X(f) da aĺınea c) e compare com os esboços
da aĺınea b).

Exerćıcio 2: utilizando a TFDT demonstre que se y[n] = h[n]x[n] então podemos
escrever que Y (f) = H(f)X(f), onde Y (f), H(f) e X(f) são as TFDT de y[n], h[n]
e x[n], respectivamente.

B.4.2 Trabalho prático

Exerćıcio 1: considere o sinal x[n] = 0.5nu[n] onde u[n] é a função degrau unidade.

a) represente x[n]

b) visto que o sinal x[n] é infinito no tempo somos levados apenas a calcular
a representação gráfica da expressão calculada na preparação utilizando um
número de pontos em f razoável calcule e represente: 1) o módulo de X(f),
2) a fase de X(f), 3) a parte real e a parte imaginária de X(f), colocando os
eixos as legendas em todos os gráficos.

Exerćıcio 2: vamos agora admitir que o sinal x[n] do exemplo anterior é finito com
N = 20 amostras.
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a) calcule X(f) utilizando a implementação em Matlab da expressão de definição do
TF de um sinal discreto em modo eficiente [ o somatório pode ser representado
como uma multiplicação matricial ].

b) represente X(f) em módulo e fase

c) compare com os resultados do exerćıcio 1 e com os resultados da preparação.

Exerćıcio 3: considere o sinal p[n] = u[n] − u[n − n0].

a) para n0 = 10, calcule e represente P (f) utilizando a implementação eficiente
do exećıcio anterior

b) repita a aĺınea anterior com n0 = 20. Qual a diferença no resultado ? Explique.

Exerćıcio 4: considere agora um novo sinal y[n] = x[n]p[n], onde x[n] é o sinal do
exerćıcio 1.

a) calcule e represente Y (f).

b) prove numericamente que Y (f) = X(f) ∗ P (f). Explique as dificuldades en-
contradas.
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B.5 Folha 5 - Densidade espectral

B.5.1 Preparação teórica

Exerćıcio 1: sendo que rxy[n] é a correlação entre os sinais x[n] e y[n], demonstre
que rxy[n] = y[l] ∗ x[−l], i.e., que a correlação entre dois sinais é igual à convolução
de um deles com a versão dobrada em relação ao tempo do outro.

Exerćıcio 2: dado um sinal x[n] = anu[n], onde a é um número real < 1 e u[n] é a
função degrau unidade,

a) calcule a expressão da sua função de autocorrelação rxx[l],

b) calcule a sua densidade espectral de potência Pxx(f)

c) determine e represente em módulo e fase de Pxx(f)

d) calcule agora directamente a TFDT X(f) de x[n] e represente o quadrado do seu
módulo |X(f)|2 e compare o resultado obtido com o gráfico da aĺınea anterior.

Exerćıcio 3: considere o sistema linear de coeficientes constantes descrito pelo
relação entrada-sáıda

y[n] = 0.8y[n − 1] − x[n] (B-5.1)

a) determine e represente (módulo e fase) da função de transferência H(f) do
sistema.

b) qual a atenuação e atraso de fase sofrido por um sinal x[n] sinusoidal com uma
pulsação de 0.05π rd/s quando passado pelo sistema de equação entrada-sáıda
(B-5.1).

B.5.2 Trabalho prático

Exerćıcio 1: utilização das funções do Matlab para a correlação e convolução:

a) considere e represente dois sinais discretos x[n] = 0.9nu[n] e y[n] = u[n]−u[n−
20].

b) calcule e represente a sua função de correlação rxy[n].

c) utilizando agora os mesmos sinais x e y e o produto de convolução com um
dos sinais dobrados no tempo, demonstre que se obtem a mesma função de
correlação rxy.
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Exerćıcio 2: utilizando o sinal x[n] do exerćıcio anterior calcule:

b) a sua função de autocorrelação rxx[l].

c) determine e represente em módulo e fase da TF de rxx[l], Pxx(f) utilizando a
implementação em Matlab da expressão de definição do TF de um sinal discreto
em modo eficiente no seu intervalo de definição.

d) calcule agora directamente a TF X(f) de x[n] e represente o quadrado do seu
módulo |X(f)|2 e compare o resultado obtido com o gráfico da aĺınea anterior.

Exerćıcio 3: considere o sistema linear de coeficientes constantes descrito pelo
relação entrada-sáıda

y[n] = 0.8y[n − 1] − x[n]

a) determine e represente a função de transferência H(f) do sistema.

b) calcule e represente a resposta do sistema ao sinal de entrada x[n] = cos(0.05πn)u[n].

125



B.6 Folha 6 - Filtros I

B.6.1 Preparação teórica

Pretende-se calcular um filtro FIR de tipo passa-baixo de frequência de corte fc e de
atenuação A dB entre a banda passante e a banda de corte.

1. a partir do filtro passa-baixo ideal com as caracteŕısticas pretendidas, calcule a
forma literal da sua resposta impulsiva discreta

2. implemente a resposta impulsiva discreta e torne-a finita através de uma janela
de observação rectangular (função porta) de duração M amostras. Calcule o
espectro de amplitude do sinal obtido. Responde às caracteŕısticas desejadas ?
Explique porquê ?

3. consegue melhorar as caracteŕısticas do filtro aumentand o valor de M ? Porquê
?

B.6.2 Trabalho prático

Exerćıcio 1: uma das formas de especificar um filtro é através de uma equação de
diferenças. Por exemplo a equação

y[n] = 0.0181x[n] + 0.0543x[n − 1] + 0.0543x[n − 2] + 0.0181x[n − 3] + 1.76y[n − 1] −
−1.1829y[n − 2] + 0.2781y[n − 3]

representa um filtro de terceira ordem.

a) calcule e represente o seu módulo e fase e demonstre que se trata de um filtro
passa-baixo.

b) qual a sua frequência de corte ? E a sua banda passante ?

c) utilizando a expressão da TFI determine a resposta impulsiva do sistema. Como
pode obter essa resposta de outra forma utilizando funções próprias do Matlab
? Compare.

Exerćıcio 2: pretende-se calcular um filtro FIR com as seguintes caracteŕısticas:

• tipo: passa baixo
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• frequência de corte: fc = 100 Hz.

• oscilação máxima na banda passante: 0.25 dB

• atenuação mı́nima na banda de corte: 50 dB

• largura da banda de transição: 40 Hz

• frequência de amostragem: fs = 1000 Hz

1. implemente a resposta impulsiva discreta calculada na preparação e torne-a fi-
nita através de uma janela de observação rectangular (função porta) de duração
M = 25 amostras. Calcule e represente o espectro de amplitude e de fase do
filtro obtido e caracterize-o em termos dos parâmetros desejados

2. aumente o valor de M e volte a calcular o espectro. Consegue obter o filtro que
se pretende ? Porquê ?

3. substitua a função porta por uma função de Hanning, Hamming e Blackman.
Consegue nesse caso obter o resultado pretendido ? Caracterize o filtro final-
mente obtido.

4. explique como obter desde logo o tipo de janela necessário de acordo com as
caracteŕısticas do filtro desejado.

127



B.7 Folha 7 - Filtros II

B.7.1 Preparação teórica

Leitura do caṕıtulo 5.7 do texto de apoio de Sinais e Sistemas.

B.7.2 Trabalho prático

Exerćıcio 1: pretende-se desenhar um filtro IIR a partir dos filtros analógicos tipo
Butterworth, Chebyshev ou Eĺıptico, especificado pela sua resposta em frequência
com as seguintes caracteŕısticas:

• tipo: passa banda

• frequências de corte: f1 = 100 e f2 = 300 Hz.

• oscilação máxima na banda passante: 2 dB

• atenuação mı́nima na banda de corte: 80 dB

• largura da banda de transição: 30 Hz

• frequência de amostragem: fs = 1000 Hz

1. calcule a ordem mı́nima de cada um dos tipos de filtro que permitem realizar
este filtro

2. calcule os coeficientes do vários tipos de filtro

3. calcule e represente a no mesmo gráfico as respostas em frequência em fase dos
vários tipos de filtro. Determina quais são aqueles que melhor respondem aos
critérios pedidos.

Exerćıcio 2: utilizando o filtro mais complexo e o menos complexo do exerćıcio
anterior utilize-os para filtrar o seguinte sinal:

y(t) = sin(2πf1t) + sin(2πf2t) + sin(2πf3t) + sin(2πf4t)

com os seguinte valores de frequência em Hz f1 = 90, f2 = 105, f3 = 115 e f4 = 118.

1. utilizando um filtro do tipo recursivo no tempo.

2. utilizando filtragem no domı́nio da frequência
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C Exames de anos anteriores

C.1 Exame de Sistemas e Sinais - Julho 2002

Problema 1: considere o filtro H(ω) passa baixo ideal e de fase linear θ(ω) = ωt0.

a) calcule a resposta impulsiva h(t). Trata-se de um sistema causal ? Justifique a
sua resposta.

b) multiplicando h(t) por uma função p(t) = rect(t − t0), determine o sinal resul-
tante y(t).

c) y(t) é causal ? Justifique a sua resposta.

d) calcule Y (ω). Faça um esboço de |Y (ω)| e compare com a resposta em frequência
do filtro passa-baixo H(ω) inicial.

Problema 2: considere o sinal y(t) dado por

y(t) = s(t) + n(t)

onde s(t) é um sinal determińıstico e n(t) é

a) um rúıdo branco gaussiano, não correlacionado com s(t) e de potência σ2. Ex-
plique cada um dos termos empregues nesta frase relativamente ao sinal n(t).

b) calcule E[y(t)]

c) calcule V [y(t)]
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C.2 Exame de Sistemas e Sinais - Janeiro 2003

Problema 1: a resposta impulsiva de um filtro RC é dada por

h(t) =
1

T
e−t/T u(t)

onde T é uma constante real e positiva e u(t) é a função degrau unidade.

a) calcule a função de autocorrelação rh(τ) de h(t).

b) faça um esboço da função de autocorrelação rh(τ).

c) qual a energia total contida no sinal h(t) ? Justifique a sua resposta.

d) calcule a densidade espectral de potência Ph(ω).

e) faça o esboço do diagrama de Bode de Ph(ω) (amplitude e fase). Qual a ordem
do sistema ? Justifique a sua resposta.

f) calcule a banda passante a -3 dB do sistema a partir da sua resposta em
frequência.

Problema 2: considere o seguinte sinal

m(t) = Ae−t2/2σ2

com σ = 0.1 ms e A uma constante real positiva.

a) calcule e represente o espectro de amplitude M(f) de m(t).

b) calcule a banda passante a -3 dB do espectro M(f).

c) desejando enviar o sinal m(t) através de um canal de transmissão analógico
utilizando modulação de amplitude de banda lateral única USSB, escrever a forma
do sinal modulador a(t) e demonstrar que o respectivo espectro só contém frequências
positivas ou nulas.
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C.3 Exame de Sistemas e Sinais - Fevereiro 2003

Problema 1: considere o sinal periódico s(t) dado por

s(t) = A cos(ω0t)

onde A é uma constante real positiva e a pulsação ω0 = 2π/T0.

a) calcule o coeficiente Cn do desenvolvimento em série de s(t).

b) calcule a Transformada de Fourier S(ω) de s(t).

c) considere agora o seguinte sinal periódico (“trem de Diracs”)

a(t) =
∞
∑

k=−∞
δ(t − kTs)

onde Ts é o peŕıodo, com Ts < T0/2. Calcule o seu desenvolvimento em série complexa
e a sua Transformada de Fourier A(ω).

d) considere agora o sinal amostrado ŝ(t) = s(t)a(t), resultado da multiplicação de

s(t) pelo trem de Diracs a(t). Calcule o espectro Ŝ(ω).

e) compare Ŝ(ω) com S(ω). Faça um esboço de Ŝ(ω). Quais as frequências pre-
sentes entre [−ωs, ωs] com ωs = 2π/Ts ? Conclusão.

Problema 2: considere um sistema de resposta impulsiva

h(t) = exp(−at)u(t)

onde a é uma constante real positiva e u(t) é o degrau unidade.

a) utilizando a equação de convolução, calcule e faça o esboço da resposta y(t) do
sistema a um sinal de entrada x(t) = rect[(t− T/2)/T ], onde T é uma constante real
positiva.

b) calcule a Transformada de Fourier H(ω) do sistema h(t) e represente o seu
diagrama de Bode (módulo e fase).

c) determine a banda passante a -3 dB do sistema.

d) calcule a Transformada de Fourier X(ω) do sinal de entrada x(t) e faça o esboço
do seu módulo.

e) qual o valor mı́nimo da constante T que permite ter no sinal de sáıda y(t) as
componentes principais do sinal x(t) com uma atenuação até 3 dB.
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C.4 Exame de Sistemas e Sinais - Janeiro 2005

Problema 1: considere um sistema linear e invariante no tempo descrito pela sua
resposta impulsiva discreta h(n),

h(n) = (0.9)nu(n) (1.1)

onde u(n) é a função degrau unidade.

a) trata-se de um sistema causal ? E estável ? Justifique as suas respostas.

b) calcule a resposta y(n) do sistema a um sinal de entrada x(n) dado por

x(n) = u(n) − u(n − 10) (1.2)

c) calcule a resposta em frequência H(f) do sistema

d) calcule e faça os esboços do módulo e da fase de H(f) para −1/2 ≤ f ≤ 1/2.

Problema 2: considere o sinal real x(t) definido por

x(t) = e−αtu(t) (2.1)

onde u(t) é a função degrau unidade e α é uma constante real positiva. Considere
agora o sinal real y(t) dado por

y(t) = x(t − t0) + w(t) (2.2)

onde o atraso temporal t0 > 0 e w(t) é uma sequencia de rúıdo aleatório branco e
Gaussiano de média nula e de desvio padrão σw .

a) calcule a função de correlação cruzada rxy(τ) entre x(t) e y(t).

b) faça um esboço de rxy(τ) e determine qual o instante tM1 para o qual a função
atinge o seu valor máximo e qual esse valor máximo vM1.

c) calcule agora a autocorrelação ryy(τ) de y(t).

d) faça um esboço de ryy(τ) e deduza quais os valores do instante do máximo e
o seu valor tM2 e vM2, respectivamente. Compare com os valores tM1 e vM1,
obtidos para a função de correlação cruzada rxy, e justifique o resultado.
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C.5 Exame de Sistemas e Sinais - Janeiro 2007

Problema 1 [8 val.]: considere o sistema descrito pela sua resposta impulsiva
discreta h(n)

h(n) = u(n) − u(n − 3) (1.1)

onde u(n) é a função degrau unidade discreta.

a) [1.5v] demonstre que o sistema descrito por h(n) é linear e invariante no tempo.

b) [1.5v] determine se o sistema é causal e estável. Justifique.

c) [1v] represente h(n).

d) [2.5v] calcule H(f) transformada de Fourier de h(n).

e) [1.5v] faça um esboço de H(f) em módulo e fase para −1/2 ≤ f ≤ 1/2.

Problema 2 [7 val.]: considere o sinal s(t) descrito por (2.1) e a sua observação
com rúıdo x(t) dada por (2.2),

s(t) = A sin(ω0t + φ) (2.1)

x(t) = s(t) + w(t) (2.2)

onde A, ω0 e φ são constantes de amplitude, pulsação e fase, respectivamente, e
onde w(t) é uma sequência aleatória branca, de média nula, com variância σ2

w e
independente de s(t).

a) [2v] calcule a função de autocorrelação rs(τ) de s(t).

b) [2v] calcule a função de autocorrelação rx(τ) de x(t).

c) [2v] calcule a densidade espectral de potência Px(f) de x(t).

d) [1v] faça um esboço de Px(f).

Problema 3 [5 val.]: considere os dois sinais

s1(t) = u(t) − u(t − t0) (3.1)

s2(t) = e−t/t0u(t) (3.2)

onde u(t) é a função degrau unidade e t0 é uma constante positiva.
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a) [4v] calcule a função de correlação r(τ) entre s1(t) e s2(t).

b) [1v] faça um esboço de r(τ).
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C.6 Exame de Sinais e Sistemas - Fevereiro 2007

Problema 1 [5 val]: considere um sistema descrito pela sua resposta impulsiva
discreta h(n),

h(n) = A sin(2πK0n + k0) (1.1)

onde A, K0 e k0 são constantes reais.

a) [1v] trata-se de um sistema causal ? E estável ? Justifique as suas respostas.

b) [2.5v] calcule a resposta em frequência H(f) do sistema

c) [1.5v] calcule e faça os esboços do módulo e da fase de H(f) para −1/2 ≤ f ≤
1/2.

Problema 2 [4 val.]: um filtro Butterworth de fase linear é definido por

H(ω) =
H0

√

1 + (ω/α)2n
e−jωt0 (2.1)

Calcule h(t) para n = 1.

Problema 3 [7 val.]: considere o sinal real x(t) definido por

x(t) = e−αtu(t) (3.1)

onde u(t) é a função degrau unidade e α é uma constante real positiva. Considere
agora o sinal real y(t) dado por

y(t) = x(t − t0) + w(t) (3.2)

onde o atraso temporal t0 > 0 e w(t) é uma sequência de rúıdo aleatório branco e
Gaussiano de média nula e de desvio padrão σw .

a) [2v] calcule a função de correlação cruzada rxy(τ) entre x(t) e y(t).

b) [1v] faça um esboço de rxy(τ) e determine qual o instante tM1 para o qual a
função atinge o seu valor máximo e qual esse valor máximo vM1.
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c) [2v] calcule agora a autocorrelação ryy(τ) de y(t).

d) [2v] faça um esboço de ryy(τ) e deduza quais os valores do instante do máximo
e o seu valor tM2 e vM2, respectivamente. Compare com os valores tM1 e vM1,
obtidos para a função de correlação cruzada rxy, e justifique o resultado.

Problema 4: [4 val.] seja o sinal x(t) dado por

x(t) = a2 cos2(ωct + θ) (4.1)

onde a, ωc e θ são constantes.

a) [2v] calcule a função de autocorrelação de x(t).

b) [2v] calcule a densidade espectral de potência de x(t).
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C.7 Exame de Sinais e Sistemas - Fevereiro 2008

Exerćıcio 1: considere o sinal discreto x[n] da equação (C-7.1)

x[n] = anu(n), (C-7.1)

onde a < 1 e u(n) é a função degrau unidade.

a) calcule e faça um esboço da função de autocorrelação rx[k] de x[n]

b) calcule a TFDT X(ω) do sinal x[n]

c) calcule a densidade espectral de potência Px(ω) do sinal x(t).

d) faça um esboço de Px(ω).

Exerćıcio 2: considere a equação entrada - sáıda de um filtro IIR

y[n] = −y[n − 2] − 2y[n − 1] + x[n], (C-7.2)

a) qual a ordem deste filtro ? Quais os coeficientes a0, a1, a2 e b0 do filtro.

b) demonstre que a função de transferência H(ω) deste filtro se escreve

H(ω) =
ejω

2[1 + cos(ω)]
(C-7.3)

assumindo um peŕıodo de amostragem unitário.

c) trace um esboço do módulo e da fase de H(ω)

d) diga como classifica este filtro: i) sem distorção, ii) com distorção de amplitude,
iii) com distorção de fase ou iv) com distorção de amplitude e de fase. Justifique
a sua resposta.

e) de que tipo de filtro se trata: passa-baixo, passa-alto, passa-banda ou corta
banda ? Justique.

Exerćıcio 3: considere o sinal x(t) tal que

x(t) =
{−t + T 0 ≤ t ≤ T

0 qualquer outro t
(C-7.4)

a) represente o sinal x(t)
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b) represente a resposta impulsiva h(t) de um sistema linear invariante dada por

h(t) =
{

1 0 ≤ t ≤ T
0 qualquer outro t

(C-7.5)

c) determine graficamente a resposta y(t) ao sinal x(t), tomando o cuidado de
especificar os intervalos de definição para cada caso.

d) calcule a expressão do sinal de sáıda y(t) determinado na aĺınea c)
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D Tabelas e relações particulares

D.1 Transformada de Fourier
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D.2 Relações Trigonométricas Usuais

sin2 x + cos2 x = 1 cos2 x =
1 + cos 2x

2
sin2 x =

1 − cos 2x

2

sin x =
ejx − e−jx

2j
cos x =

ejx + e−jx

2
tanx =

ejx − e−jx

j(ejx + e−jx)

Adição

sin(a + b) = sin a cos b + sin b cos a sin(a − b) = sin a cos b − sin b cos a

cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b cos(a − b) = cos a cos b + sin a sin b

tan(a + b) =
tan a + tan b

1 − tan a tan b
tan(a − b) =

tan a − tan b

1 + tan a tan b

Multiplicação: com tan a = t

sin(2a) = 2 sin a cos a =
2t

1 + t2

cos(2a) = cos2 a − sin2 a = 2 cos2 a − 1 = 1 − 2 sin2 a =
1 − t2

1 + t2

tan(2a) =
2 tan a

1 − tan2 a
=

2t

1 − t2

cos a cos b =
1

2
[cos(a + b) + cos(a − b)] sin a sin b =

1

2
[cos(a − b) − cos(a + b)]

sin a cos b =
1

2
[sin(a + b) + sin(a − b)]

cos p + cos q = 2 cos
p + q

2
cos

p − q

2
cos p − cos q = −2 sin

p + q

2
sin

p − q

2

sin p + sin q = 2 sin
p + q

2
cos

p − q

2
sin p − sin q = 2 sin

p − q

2
cos

p + q

2

tan p + tan q =
sin(p + q)

cos p cos q
tan p − tan q =

sin(p − q)

cos p cos q

Trigonometria Hiperbólica

cosh x + sinh x = exp(x) cosh x − sinh x = exp(−x) cosh2 x − sinh2 x = 1
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sinh(a+ b) = sinh a cosh b+sinh b cosh a sinh(a− b) = sinh a cosh b− sinh b cosh a

cosh(a+b) = cosh a cosh b+sinh a sinh b cosh(a−b) = cosh a cosh b−sinh a sinh b

sinh 2a = 2 sinh a cosh a cosh 2a = cosh2 a sinh2 a = 1 + 2 sin2 a = 2 cosh2 a − 1

cosh2 a =
1 + cosh 2a

2
sinh2 a =

cosh 2a − 1

2
tanh2 a =

cosh 2a − 1

cosh 2a + 1

tanh 2a =
2 tanh a

1 + tanh2 a

sinh x =
ex − e−x

2
cosh =

ex + e−x

2
tanh =

ex − e−x

ex + e−x

cosh jx = cos x sinh jx = j sin x tanh jx = j tanx

D.3 Desenvolvimentos em série

sin x = x − x3

3!
+ x5

5!
+ . . . + (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ x2n+1ǫ(x)

cos x = 1 − x2

2!
+ x4

4!
+ . . . + (−1)n x2n

(2n)!
+ x2nǫ(x)

tan x = x − x3

3
+ 2x5

15
+ x5ǫ(x)

sinh x = x + x3

3!
+ . . . + x2n−1

(2n−1)!
+ x2n−1ǫ(x)

cosh x = 1 + x2

2!
+ . . . + x2n

(2n)!
+ x2nǫ(x)

tanh x = x − x3

3
+ 2x5

15
+ x5ǫ(x)

arcsin x = x + x3

6
+ . . . + 1.3.5...(2n+1)

2.4.6...(2n)
x2n+1

(2n+1)!
− x2n+1ǫ(x)

arctan x = x − x3

3
+ x5

5
+ . . . + (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ x2n+1ǫ(x)

sinh−1 x = x − x3

6
+ . . . + (−1)n 1.3.5...(2n+1)

2.4.6...(2n)
x2n+1

(2n+1)!
+ x2n+1ǫ(x)

tanh−1 x = x + x3

3
+ x5

5
+ . . . + x2n+1

(2n+1)!
+ x2n+1ǫ(x)

ex = 1 + x + x2

2!
+ x3

3!
+ . . . + xn

n!
+ xnǫ(x)

log(1 + x) = x − x2

2
+ x3

3
+ . . . + (−1)n−1 xn

n
+ xnǫ(x)

(1 + x)α = 1 + αx + α(α − 1)x2

2
+ . . . + α(α − 1) . . . (α − n + 1)xn

n
+ xnǫ(x)

1
1−x

= 1 + x + x2 + . . . + xn + xnǫ(x)
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1
1+x

= 1 − x + x2 − x3 + . . . + (−1)nxn + xnǫ(x)

D.4 Algumas relações úteis

D.4.1 Integrais

∫ ∞
0 e−ax2

dx = 1
2

√

π
a

∫ ∞
0 xe−ax2

dx = 1
2a

∫ ∞
0 x2e−ax2

dx =
√

π
4a3/2

∫ ∞
0 x3e−ax2

dx = 1
2a2

∫ ∞
0 x4e−ax2

dx = 3
8a2

√

π
a

D.4.2 Séries

Geométrica: u1 + qu1 + q2u1 + . . . + qn−1u1 = u1
1−qn

1−q

Aritmética: u1 + qu1 + 2qu1 + . . . + (n − 1)qu1 =

D.4.3 Derivada particular

[af(x)]′ = log aaf(x)f ′(x)
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E Função Seno integral - Si(x)

A função seno integral Si(x) é definida como

Si(x) =
∫ x

0

sin t

t
dt. (E-0.1)

Esta função faz intervir fundamentalmente a nossa conhecida função

f(x) =
sin x

x
, (E-0.2)

cuja principal propriedade é de que limx→0 f(x) = 1. A primeira coisa que podemos
notar em f(x) é que contrariamente a sin x, f(x) é uma função par e é uma função
tal que lim|x|→∞ f(x) = 0. O outro ponto interessante aparece quando calculamos os
seus extremos que são encontrados quando f ′(x) = 0, i.e., quando

f ′(x) =
x cos x − sin x

x2
= 0, (E-0.3)

o que implica
tanx = x. (E-0.4)

Dado que tanx é uma função periódica vamos ter uma infinidade de valores para os
quais tan x é igual à bissectriz y = x. Esses valores não se calculam de forma trivial.
A seguir a x0 = 0, obtemos os valores seguintes que são x1 = 2.68π/2, x2 = 4.92π/2,
x3 = 6.94π/2, etc...Os zeros de f(x) por seu lado são fáceis de calcular e são dados
por xn = ±kπ.

Voltemos agora a Si(x). O que acontece com este função é que não existe uma
forma fechada para a primitiva de f(x). Não quer dizer que ela não exista ! Apenas
não pode ser colocada sob forma anaĺıtica. No entanto uma forma aproximada de
calcular este integral, com uma aproximação arbitrária, é de substituir sin x pelo seu
desenvolvimento em série e dividir por x, calculando em seguida o integral. Assim
podemos escrever que

Si(x) ≈ x − x3

3 · 3!
+

x5

5 · 5!
− + . . . , (E-0.5)

que é uma série que converge para todo o x. Um valor particular do seno integral
obtem-se quando x → ∞, que é

Si(∞) =
∫ ∞

0

sin x

x
dx =

π

2
(E-0.6)

conhecido como o integral de Dirichlet. Um resultado interessante do integral de
Dirichlet é que

2/π
∫ ∞

0

sin kx

x
dx =







1 para k > 0
0 para k = 0
−1 para k < 0.

(E-0.7)

O gráfico do seno integral e do seu limite quando x → ∞ encontra-se na figura E.1.
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Figura E.1: função seno integral Si(x).

F Séries de Fourier

Um sinal periódico é definido pela relação intuitiva

∃ T0 < ∞ tal que s(t) = s(t + nT0), (F-0.1)

onde T0 é chamado peŕıodo do sinal e n é um número inteiro.

Pode-se demonstrar que todas as funções periódicas que

1. sejam uniformes

2. sejam finitas ou com discont́ınuidades absolutamente integráveis, i.e., que

∫ t+T0

t
|s(u)|du < ∞

3. tenham um número finito de discont́ınuidades

4. tenham um número finito de máximos e mı́nimos num peŕıodo

podem ser representadas por uma combinação linear arbitrária de funções sinu-
soidais de frequências crescentes. Assim, todo sinal periódico pode ser representado
pela série de Fourier

s(t) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

(an cos nω0t + bn sin nω0t), (F-0.2)
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onde

an =
2

T0

∫

T0
2

−T0
2

s(t) cos nω0tdt, (F-0.3)

e

bn =
2

T0

∫

T0
2

−T0
2

s(t) sin nω0tdt, (F-0.4)

onde T0 é o peŕıodo do sinal s(t) e ω0 é a pulsação definida por ω0 = 2π/T0. Outra
forma equivalente do desenvolvimento em série de Fourier de s(t) é

s(t) =
∞
∑

n=0

An cos(nω0t + φn). (F-0.5)

Exerćıcio: utilizando F-0.3 e F-0.4 demonstrar que na relação F-0.5 temos

A0 =
a0

2
,

An =
√

a2
n + b2

n,

φn = arctan(− bn

an
).

Finalmente a terceira forma, chamada forma complexa, da série de Fourier escreve-
se

s(t) =
+∞
∑

n=−∞
Cne

jnω0t, (F-0.6)

com

Cn =
1

T0

∫ +
T0
2

−T0
2

s(t)e−jnω0tdt. (F-0.7)

Exerćıcio: demonstrar a relação F-0.7.

Exemplo 1: calcular o desenvolvimento em série de Fourier da onda quadrada,
periódica, de valor médio nulo, de peŕıodo T0 e amplitude E representada na figura
F.1.

Observando o sinal da figura F.1 podemos desde já determinar que a0 = 0 pois este
coeficiente é proporcional ao valor médio do sinal que neste caso é nulo. Por outro
lado, visto que o sinal representado é uma função par, temos que o desenvolvimento
em série deverá ser também uma função par e que portanto bn = 0. Calculemos então
an. Utilizando F-0.3

an = − 2

T0

∫ −T0/4

−T0/2
cos nω0tdt +

2

T0

∫ T0/4

−T0/4
cos nω0tdt − 2

T0

∫ T0/2

T0/4
cos nω0tdt,

146



−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Tempo(s)

A
m

pl
itu

de

s(t)

Figura F.1: onda quadrada.

com T0 = 2. Integrando o coseno nos devidos intervalos e pondo em factor 1/nω0

obtem-se

an = − 1

nπ
[− sin(nπ/2) + sin(nπ) − sin(nπ/2) − sin(nπ/2) + sin(nπ) − sin(nπ/2)],

sabendo que sin nπ = 0 e juntando os termos em sin(nπ/2)

an =
4

nπ
sin

nπ

2
.

O desenvolvimento de s(t) escreve-se então

s(t) =
4

π
(cos ω0t −

1

3
cos 3ω0t +

1

5
cos 5ω0t + . . . +

1

n
sin n

π

2
cos nω0t + . . .),

com ω0 = 2π/T0 = π.

Exemplo 2: calcular o desenvolvimento em série de Fourier da onda sinusoidal,
de valor médio nulo, periódica, de peŕıodo T0 e amplitude unidade representada na
figura F.2. Como no exemplo anterior, trata-se de um sinal par, de valor médio nulo
e portanto a0 = bn = 0. Assim

an =
2

T0

∫ T0/2

−T0/2
cos ω0t cos nω0tdt,

com T0 = 2. Sabendo que cos a cos b = 1/2[cos(a+b)+cos(a−b)] (ver anexo) obtemos
fácilmente, após integração,

an =
sin(n + 1)π

(n + 1)π
+

sin(n − 1)π

(n − 1)π
,
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Figura F.2: sinal sinusoidal.

ou numa forma mais compacta

an =
{

1 n = ±1
0. n 6= ±1

Utilizando F-0.2 obtemos (como aliás seria evidente desde o ińıcio)

s(t) = cos ω0t.

O coeficiente Cn da equação F-0.7 é uma função de ordem n da variável discreta
nω0 (harmónica n de s(t)) e dá uma representação (discreta) do sinal s(t) no domı́nio
da frequência. Por essa razão é geralmente chamado espectro do sinal periódico s(t).
Cn é em geral uma função complexa e contém, nesse caso, a informação de amplitude
e de fase das componentes (harmónicas) de s(t) que se pode escrever sob a forma

Cn(nω0) = ‖Cn(nω0)‖ejφn(nω0), (F-0.8)

onde ‖Cn(nω0)‖ é o espectro de amplitude e φn(nω0) é o espectro de fase de s(t).

Exerćıcio: demonstrar que

‖Cn(nω0)‖ = ‖C−n(−nω0)‖ =
1

2

√

a2
n + b2

n =
1

2
An, (F-0.9)

e que

φn(nω0) = arctan(− bn

an

) = φn, (F-0.10)

e

φ−n(nω0) = arctan(
bn

an
) = −φn. (F-0.11)
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Exemplo 3: calcular o espectro Cn(nω0) da onda quadrada da figura F.1. Verificar
o resultado utilizando as relações entre Cn, an e bn.

Para a onda quadrada da figura F.1

Cn(nω0) =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2
s(t)e−jnω0tdt.

Integrando a exponencial nos mesmos intervalos que no exerćıcio anterior obtemos

Cn(nω0) = − 1

jnω0T0

[2e−jnω0T0/4 − 2ejnω0T0/4 + ejnω0T0/2 − e−jnω0T0/2],

utilizando a conhecida forma sin x = (1/2j)(ejx − e−jx) obtemos a partir da relação
anterior

Cn(nω0) =
2

jnω0T0
[2j sin(nω0T0/4)] − 1

jnω0T0
[2j sin(nω0T0/2)];

simplificando por j e sabendo que o segundo termo é nulo temos que

Cn(nω0) =
sin(nω0T0/4)

nω0T0/4
=

sin nπ/2

nπ/2
.

A figura F.3 mostra uma representação gráfica de Cn(nω0) para −10 < n < 10.
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Figura F.3: espectro de amplitude discreto Cn.

Utilizando os valores de an e bn do exerćıcio anterior e sabendo que |Cn| = 1/2
√

a2
n + b2

n

e que φ(nω0) = φn = 0 obtem-se fácilmente o resultado acima.
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Exemplo 4: calcular o espectro Cn(nω0) do sinal da figura F.2. Aplicando a forma
geral

Cn(nω0) =
1

T0

∫

T0
2

−T0
2

cos(ω0t)e
−jnω0tdt.

Utilizando a forma exponencial do coseno,

Cn(nω0) =
1

2T0

∫

T0
2

−T0
2

ejω0t(1−n) + e−jω0t(1+n)dt,

integrando no devido intervalo e voltando a substituir a forma exponencial da função
seno

Cn(nω0) =
1

ω0T0
[

1

1 − n
sin[ω0(1 − n)

T0

2
] +

1

1 + n
sin[ω0(1 + n)

T0

2
]];

pondo sob a forma habitual de sin x/x,

Cn(nω0) =
1

2

sin[ω0(1 − n)T0

2
]

ω0(1 − n)T0

2

+
1

2

sin[ω0(1 + n)T0

2
]

ω0(1 + n)T0

2

=
1

2

sin(1 − n)π

(1 − n)π
+

1

2

sin(n + 1)π

(n + 1)π
,

esta função é sempre nula para qualquer valor de n salvo para n = −1 e n = 1 onde
toma o valor 1/2. Podemos então desenhar o seu espectro de amplitude
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Figura F.4: espectro de amplitude discreto Cn de uma sinusoide.
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