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1 Introducao

O controlo de sistemas fisicos por computador conheceu um grande desenvolvimento

com a introducdo dos microprocessadores e, nos ultimos anos, tem-se vulgarizado. Os

sistemas de controlo digital oferecem vantagens significativas relativamente aos

sistemas que tem vindo a substituir, analégicos, nomeadamente:

e Menor susceptiblidade a variacoes de condigdes ambientais, tais como
temperatura, humidade, envelhecimento de componentes;

¢ Reducio de custos e rejei¢do de interferéncias associados a transmissdo digital;

e Possibilidade de realizar algoritmos de controlo mais sofisticado a um baixo
custo;

e Potencial flexibilidade para variagdes nos algoritmos/pardmetros através de
software;

e Potencialmente melhor fiabilidade.

Apresenta no entanto desvantagens, das quais se pode salientar:

¢ A introdu¢do de erros (numéricos) devido a precisdo finita da quantificagdao dos
sinais ¢ do seu processamento;

e Necessidade de mais conhecimentos dos engenheiros para tirar partido dos
algoritmos mais complexos;

e Limitacdes na velocidade de operacdo, embora esta limitacdo se torne menos
problematica com a rapida evolucgdo da tecnologia;

e Potencial para uma maior catastrofe, no caso de avaria no sistema de controlo.

Iremos nesta disciplina tratar de sistemas de controlo de sistemas continuos, onde o
algoritmo de controlo, ou controlador, ¢ implementado num computador digital,
conforme se ilustra na fig. 1.

O controlo efectuado ¢ em malha fechada, portanto necessitamos de medir a saida do
sistema. Como a informagao medida ¢ continua, € 0 nosso computador trabalha com
quantidades digitais, precisamos de digitalizar esta informagdo. Isto envolve os

seguintes passos:
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1. Amostramos o sinal continuo utilizando para isso um amostrador de topo plano
(sample and hold). Este dispositivo, enquanto se encontra no estado de
mantenimento (hold), mantém constante o sinal que esta a ser amostrado;

2. Enquanto o sinal ¢ mantido constante, a saida do amostrador, este sinal vai ser
convertido numa quantidade digital, normalmente codificada em binario, através

do Conversor Analogico-Digital (ADC ou A/D).

Interfac | DAC [ Filtro de . »| Transductor

reconstitui¢ao

Interfac |g—{ ADC |g—| Amostrador |g— Multiplexador «—

—»
Process
L—p

—

Fig. 1.1 — Estrutura geral de controlo digital

Temos entdo a saida do processo um sinal continuo, seja ele e(t), enquanto a saida do
amostrador e da ADC temos um sinal que s6 varia de tempos a tempos, mantendo-se
constante no entretanto. Este sinal ¢ denominado de sinal discreto, e representa-se por

é(kT), sendo T denominado de periodo de amostragem, ou, abreviadamente, por
€(k). Um sistema, como o da fig. 1, onde coexistem sinais continuos e discretos, é
chamado de sistema amostrado.

O conversor ADC, conforme ja referimos, quantiza o sinal discreto, isto ¢, de uma
gama infinita para a amplitude do sinal, discretiza essa gama num nimero finito de
niveis.

A figura 2 ilustra a operagdo de quantizagdao. Note que, qualquer que seja a amplitude
do sinal de entrada, entre -.05 e +.05, o sinal de saida tem um valor tnico de 0. Neste
caso o quanta ¢ de 0.1, normalmente indicado por q=0.1. Num caso genérico, uma
ADC tem n bits de precisdo, e se a sua gama de entrada for g, o quanta ¢ igual a:

(1hg==

n

Um sinal que ¢ simultaneamente discreto e quantizado ¢ chamado de sinal digital.

Normalmente uma ADC ¢ um integrado caro. Por essa razdo, a sua utilizagdo ¢

1-2



Controlo Digital Antoénio Ruano 1997/98

partilhada pelos varios sinais de entrada, utilizando um multiplexador analogico (ndo

confundir com um multiplexador digital).

0.4

0.2

0.1

_03 e

04—
-0. 0 0.5

Fig. 1.2 — Saida versus entrada de um conversor analogico-digital

O sinal digital ¢ seguidamente lido pelo computador através de uma interface de
entrada. E 6bvio que todas as operagdes até aqui referidas devem ser sincronizadas
com o computador. Normalmente existe um sinal de relogio — relogio de tempo real —
que pode ser interno ou externo ao computador que € utilizado para amostrar a saida
do sistema com uma determinada frequéncia, denominada de frequéncia de
amostragem — f=1/T. Este relogio interrompe o CPU, que desencadeia as accdes
necessarias a amostragem e a conversao.

Com base no sinal lido do sistema, o computador executa um algoritmo de controlo,
que resulta numa outra palavra digital, que, para ser aplicada ao sistema, deve ser
convertida em analogica. Temos entdo o caminho inverso. Através de uma interface
de saida, o sinal digital ¢ aplicada a uma DAC — Conversor Ddigital para Analogico -

que converte a palavra de n bits num sinal de nivel constante, que variara apenas na
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proxima saida. Este sinal pode ser aplicado a um filtro reconstituinte, e ¢ aplicado a
um transdutor que por sua vez controla o sistema.
Em termos de um diagrama de blocos familiar, o nosso sistema genérico pode ser

representado como:

w(t)
k '
W uo ¥(1)
—» Computador [—» D/A Plant >

y(k)

A/D [«

Fig. 1.3 — Diagrama de blocos de um sistema de controlo genérico

Nesta figura ilustra-se a ac¢do de regulacdo. Se se pretender um objectivo de
seguimento de entrada, dever-se-a introduzir uma entrada de referéncia, que pode ser
aplicada directamente ao computador, que por sua vez fard internamente a
comparagdo com o valor digital da saida; caso seja um valor analogico, sera

comparada com a saida, e o sinal do erro sera entdo aplicado a A/D.

1.1 Analise e projecto de sistemas digitais

Em sistemas discretos os sinais tomam valores diferentes em intervalos de tempo
discretos. No capitulo 2 estudaremos estes sinais, desenvolvendo a transformada de z,
que desempenha aqui o mesmo papel que a transformada de Laplace para sistemas
continuos. Vamos introduzir fungdes de transferéncia pulsadas que sdo fungdes de
transferéncia de sistemas continuos para sinais de entrada/saida amostrados. Estes
conceitos vao-se aplicar tanto a sistemas descritos por fun¢des de transferéncia como
em termos de variaveis de estado.

Em sistemas amostrados temos simultineamente sinais continuos e sinais discretos.
Quando a frequéncia de amostragem for baixa, pode existir bastante ripple entre
amostras, e ¢ portanto conveniente estudar, no capitulo 3, os sinais continuos, ¢ a
conversao de sinais discretos para continuos. Neste capitulo estudar-se-a4 o sistema
sobre o ponto de vista do processo a controlar, e introduzir-se-4 o conceito de

amostragem como modulacao por impulsos. Utilizar-se-do também as transformadas
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de Fourier para introduzir um problema que ocorre em sistemas amostrados, o
problema de aliasing.

Um sistema de controlo digital pode ser obtido de um sistema de controlo analdgico
por discretizagdo do controlador. Esta técnica ¢ chamada de emula¢do, dado que o
controlador digital vai imitar ou emular o controlador analégico. Este tdpico €
desenvolvido no capitulo 4.

Ap6s termos desenvolvido as técnicas de andlise de sistemas discretos e amostrados,
iremos concentrarmo-nos no projecto de controladores, tanto no tempo como na
frequéncia. No capitulo 5 iremos concentrarmo-nos nos métodos baseados em fung¢ao
de transferéncia, e no capitulo 6 nos métodos baseados em equagdes de estado.Leitura

Adicional

Os topicos cobertos neste capitulo podem ser todos encontrados no capitulo

introductorio de textos de apoio sobre Controlo Digital, nomeadamente em:

Franklin, G.F., Powell, J.D., and Workman, M.L., Digital Control of Dynamic
Systems, Addison-Wesley (3" Ed), 1997

Wittenmark, B., Astrom, K.J,. Computer Controlled Systems: Theory and Design,
Prentice Hall (3 Ed.), 1997

Kuo, B.C., Digital Control Systems, Holt, Rinehart and Wiston Inc. (2nd Ed.), 1997

Isermann, R., Digital Control Systems: Fundamentals, Deterministic Control,

Springer Verlag, 1989

Informacao sobre conversdo de dados, ADCs, DACs e interfaces pode ser encontrada

no 2° capitulo de:

Kuo, B.C., Digital Control Systems, Holt, Rinehart and Wiston Inc. (2nd Ed.), 1997,

e ainda nos enderecos www:
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Scientific Solutions:

http://www.labmaster.com/

Analog Devices

http://www.analogdevices.com/
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6 Projecto de sistemas de controlo digitais utilizando o
método de espago de estados

Conforme ja sabemos da disciplina de Sistemas de Controlo II, a utilizagdo da
representacdo em espaco de estados tem vantagens relativamente a formulagdo em
termos de funcdo de transferéncia, especificamente para o tratamento de sistemas
MIMO e em termos de realiza¢ao numérica.

No capitulo anterior menciondmos 2 grandes clases de métodos de projecto: por
emulagdo e por projecto digital directo. E 6bvio que o primeiro método é também
valido para a representacdo em espaco de estados, consistindo em projectar o
controlador no tempo continuo, e discretizando-o através dos equivalentes
introduzidos no Capitulo 4. Dado ja termos exemplificado esta técnica no Capitulo 4,

vamo-nos concentrar nos métodos digitais de projecto.

6.1 Lei de controlo
Um processo pode ser representado em espago de estados por:

X =Ax+Bu
(6.1.)
y=Cx

Assumindo um z.0.h. a entrada do processo, a representacdo discreta exacta de (6.1) é:

x[k + 1] = d)x[k] + Fu[k]
(6.2.)y[k] _ Cx[k] , onde

(63)D=¢"" ¢

T
(64)T =[ednB

0
O projecto de sistemas em espaco de estados envolve 2 fases independentes: na 1*
fase assume-se que estdo disponiveis todas as varidveis de estado. Com estas,
determina-se a lei de controlo. O 2° passo relaxa a condi¢ao de as variaveis de estado

estarem todas disponiveis e vamos estimar ou observar todas ou apenas algumas

dessas varidveis. O algortimo de controlo final engloba os 2 mddulos, isto ¢, a lei de
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controlo que trabalha com as varidveis de estado estimadas, e o estimador, que estima
essas mesmas variaveis.
Nesta sec¢do vamo-nos concentrar na determinagao da lei de controlo. Esta tem a

forma:

X

(6.5)u=-kx=-[k, k, -] x,

Esta estrutura ndo permite a inclusdo de uma referéncia, sendo vélida apenas quando
se pretende um regulador, isto €, r=0.

Substituindo (6.5) em (6.2), temos:

(6.6.)x[k +1] = ®x[k]-Tkx[k] = {®-Tk} x[k].

A transformada de z de (6.6) é:
(6.7){zl-®+Tk}|X(z)=0,

e a equagdio caracteristica do sistema realimentado é:
(6.8.)]z1-®+I'k|=0.

O problema de colocagdo de polos resume-se entdo em determinar os valores do
vector Kk, de tal maneira que a polinomial caracteristica do sistema realimentado seja

igual a uma polinomial caracteritica desejada:
(6.9.)0.(2) = (Z_Bl)(Z_Bz)"' =2"+o, 2" 0,2 =0,
que corresponde a polos em malha fechada nas localizagdes B,,83,,:

6.1.1 Exemplo

Vamos utilizar novamente o problema do satélite. Sabemos que o nosso processo tem

2 variaveis de estado, x;, X2, € que as matrizes da equagdo de estado sdo:

(6.10.)@:{1 T}, rzrz/ﬂ.
0 1 T

De acordo com as especificagdes do sistema, as raizes desejadas para tempo continuo

localizam-se em s=-1.8+j3.12. Usando a transformacio z=¢", com T=0.1 seg,
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ficamos com as raizes desejadas, para tempo discreto, em z =0.8+j0.25. A equagdo

caracteristica desejada é:

(6.11)z> =1.62+0.7=0

A eq. correspondente a (6.8) €.

z 0] [1 T] [1%/2

- + [k, k]
0 z| |0 1 T
{Z—I+T2kl/2 —T+T2k2/2}

Tk, z—-1+Tk,
=(z—1+T°k, /2)(z—1+Tk,) +(T - Tk, /2) Tk, = 0

(6.12.)=

Efectuado os calculos, ficamos com:

2 2
(6.13.)7° +{Tk2 + Tzkl —2}z+{T2kl ~Tk, —1}2 0.

Igualando (6.13) e (6.11), temos:

k=211,
(6.14.) 335
k,=—2 =35
T

6.1.2 Forma canodnica controladora

O método utilizado no exemplo anterior envolve muitos célculos quando a ordem do
sistema ¢ superior a 2. Por isso, existem métodos que permitem a determinagdo do
vector de ganhos de uma maneira mais simples.

Se o sistema estiver na forma candnica controladora' (recorde-se de Sistemas de

Controlo II), as matrizes das equagdes dindmicas tém a forma:

-a, -—a, -—a, 1
6.15)®,=| 1 0 0| I,=[0|, C,=[b b, b
o 1 0 0

" Em Sistemas de Controlo II, as variaveis de estado foram introduzidas da direita para a esquerda. Se

as tivéssemos introduzidas da esquerda para a direita, ficariamos com (6.15)
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A equacdo caracteristica ¢ dada por:
(6.16.)7’ —a,z" —a,z+a, =0.

Como se pode ver, os termos da polinomial caracteristica aparecem na 1? linha da
matriz transicdo de estados discreta. Em termos da matriz do sistema em malha

fechada,temos:

—-a,—-k, -a,—-k, -a;—k,
(6.17)® -T'k = 1 0 0
0 1 0

Igualando assim os termos da polinomial caracteristica do sistema em malha fechada
com os desejados ((6.9) em forma polinomial), obtemos directamente os valores do

vector de ganhos:

kl =Q;, —q
(6.18)k, =0, —a,

6.1.3 Contralabilidade e formula de Ackermann

Conforme j& sabemos de Sistemas de Controlo II, para um sistema poder ser expresso
na formula candnica controladora, tem de ser controlavel, isto €, a entrada tem de
afectar todos os modos do sistema. Como sabemos, um sistema ¢ controlavel se a sua

matriz de controlabilidade,
(6.19)C=[B | AB |- | A"'B]

tem caracteritica n, sendo n a dimensao das matrizes. Em termos discretos, a matriz de
controlabilidade calcula-se exactamente da mesma maneira, com as matrizes

substituidas pelos seus equivalentes discretos:
(620)C=[r|@r |- |@"'T]
Entdo, a formula de Ackermann, para sistemas discretos, ¢é:

(6.21)k=[0 --- 0 1]C o (®), onde

(6.22)a (@) =" +0,@" "'+ +a I,
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onde os a, s sdo os coeficientes desejados da polynomial carateristica.

6.1.4 Exemplo anterior com a formula de Ackermann

Sabemos que os termos da polinomial caracteristica desejada sdo:

(6.23)0, =-1.6, a,=0.7

o, (®)=@"+a,®" '+ +o,I=

624) [1 2T 1 T 1 0] [0.1 04T,
= ~1.6 +0.7 =
0 1 0 1 01/ |0 o1

A matriz de controlabilidade ¢ dada por:

(6.25.)C=[T <1>r]:[T2/2 3T2/2}

T T
A sua inversa ¢é:

L -1 3T/2
(6.26)C"' =1/T ,

1 -T/2

e finalmente,

(627)k=[0 -+ 0 1]Ca,(®)=[k, kz]:%[o.l 0.35T], ou

(6.28)k =[10 3.5],

que ¢ o mesmo resultado obtido antes.

6.2 Projecto do estimador

A lei de controlo instroduzida na sec¢do anterior pressupde a disponibilidade de todos
os estados do sistema. Na pratica isso ndo acontece e, na maior parte dos casos, alguns
deles devem ser estimados. Vamos considerar primeiramente que se pretende estimar

todo o vector de estado, e, posteriormente, estimaremos apenas parte desse vector.

Vamos considerar dois tipos de estimadores: o estimador corrente, i[k], que ¢

baseado em medidas y[k] até, e incluindo o instante k, e o estimador predictivo, X[k],
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baseado em medidas até y[k-1]. A lei de controlo sera entdo dada por u=-kX, ou

u =—Kkx, consoante o estimador utilizado.

6.2.1 Estimador predictivo

Este estimador ja foi introduzido em Sustemas de Controlo II e pode ser visualizado

na seguinte figura:

u[k] s rf[k“] _ x[k] | i

> I > ) B > Z > —>

\‘ _

Sistema N

L O
+++i[k+1] i[k] ?[k]

;EI—»O—& 7! » C
+
Observador

Fig. 1 — Estimador em malha fechada

A equacao do estimador ¢ dada pela seguinte equagao:
(6.29.)X[k +1] = ®X[k]+ Tu[k]+ L, (y[k]- CX[K]),

onde L, ¢ a matriz de realimentacdo. Repare-se que, no instante k, vai-se estimar ou
predizer o valor do vector de estados para o instante k+/, e portanto trata-se de um

estimador predictivo.

Se executarmos a diferenca i[k] = i[k] - x[k] , ficamos com:
(6.30)%[k+1]=(®-L,C)x[K]

Como sabemos, (6.30) ¢ uma equagdo homogénea, e, assim sendo, se a matriz do

sistema for estavel, i[k] tendera para zero, independetemente das suas condic¢des

iniciais. Se a sua dindmica for mais rapida que a de x[k], entdo os erros na estimacao

convergerdao para 0 mais rapidamente que o sistema em malha fechada, e podemos
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considerar na lei de controlo que o vector de estados coincide com o seu verdadeiro
valor”.
Para determinar o valor de L, utilizamos o mesmo método que para determinar k,

isto €, determinamos uma polinomial caracteristica desejada para o estimador:
(631.)a(z)=(z-B,)(z-B,) =2"+0,z" +0a,2" 7 +--=0
e igualamos os termos da polinomial caracteristica efectivamente obtida:

(6.32.)|zI-®+ L k|=0.

6.2.1.1 Exemplo

Vamos projectar um estimador para o nosso sistema de satélite. Vamos admitir que as

raizes da polinomial desejada sejam z = 0.4+ j0.4, cerca de 3 vezes mais rapidas que

as de controlo. Assim, a polinomial caracteristica desejada ¢é:
(6.33.)2° - 0.82+0.32=0

Para este caso, a eq. (6.32) é:

o o e

=7 +(L, -2)z+TL, +1-L, =0

(6.34.)

Destas 2 tltimas eq., tiramos que:

L, =12
6.35.) , para T=0.1 seg.
( )L 2P g

P2

6.2.2 Observabilidade

Conforme também j& sabemos, s6 podemos sintetizar um observador total se o
sistema fOr totalmente observavel. Um sistema ¢ observavel se a sua matriz de

observabilidade tiver caracteristica n.

% Na prética existirio sempre perturba¢des nio modeladas, e o proprio sensor tem ruido, ruido esse

suavizado pelo estimador
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C

Cco
(6.36)Q =

co"’'

Do mesmo modo que para o calculo da lei de controlo, o célculo do observador ¢
tedioso se a ordem do sistema for superior a 2. A féorumula de Ackermann pode

também ser aqui aplicada, e formulada da maneira seguinte:
0

(6.37)L, =0, (®)Q"

A matriz o, ((I)) ¢ calculada do mesmo modo que no caso da lei de controlo.

6.2.3 Estimador corrente

Utilizando o estimador predictivo, usamos na lei de controlo um vector de estado que
depende de y[k-1]. Poderiamos usar a informac¢do obtida at¢ ao momento (isto &,

y[k]), tornando-se a partida a estimagao mais fidvel. Se modificarmos (6.29) para:

(6.38) %[k] = X[k]+L,(y[k]-CX[K]), onde

(6.39.)X[k]| = ®x[k—1]+ Tu[k-1],

entdo o estimador obtido ird depender de y[k]. Repare que os célculos de (6.39) , e de

parte de (6.38) podem ser executados apds a amostra anterior, havendo s6 necessidade
de efectuar a multiplicagdo envolvendo y[k], e o update de fi[k], apds a amostragem

corrente.

Para se perceber bem as diferencas entre o estimador corrente e o predictivo, vamos

substituir (6.38) em (6.39). Temos:
(6.40) X[k +1] = ®X[k]+ Tu[k]+ ®L, (y[k]- CX[K])
A equagdo para o erro, em termos de X ¢ agora:

(6.41.)X[k+1] = (® - ®L C)x[k]
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Comparando (6.41) com (6.30), vemos que elas s3o equivalentes, com

(6.42)L, = ®L,

A eq. para o erro, em termos de X, ¢ dada por:

(6.43.) %[k +1]=(®-L.CP®)X[k]

Obviamente as duas equagdes tem a mesma dinadmica, € portanto podemos usar uma

ou outra para determinar os ganhos do estimador. Usando a Ultima, a aplicagdo da

formula de Ackermann sera:

-1

Cco
L|CP* | |0
(644)L =0 (@) | . .
co" | |1

Uma outra forma serd determinar Ly, e utilizar (6.42) para determinar L..

6.2.3.1 Exemplo

Vamos repetir os calculos efectuados anteriormente para o estimador predictivo.

Utilizando a altima possibilidade, temos:

Lc{(l) ﬂ_l[l.z 5.2]T={(;.628}

6.2.4 Observadores de ordem reduzida

Até agora estimamos todo o vector de estado. No entanto, caso se disponha de
medidas para algumas das variaveis, elas podem ser usadas, e estimar as restantes.

Vamos particionar o vector de estado em Xx,, as varidveis medidas, que vao
corresponder a y, € as varidveis X,, as varidveis que pretendemos estimar. Assim,

temos:

It o b e Y O
-t of ]

x, [k]

(6.45.)

Se agora escrevermos a equagdo para as variaveis nao medidas:
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(6.46.)x, [k +1] = @, x, [k]+ @, x, [k]+ T u[k],

verificamos que os 2 ultimos termos no lado direito correspondem a quantidades
conhecidas, e podem considerar-se, a luz do estimador, como uma entrada. Indo agora

a parte medida, temos:
(6.47)x,[k+1]-®,x,[k]-T,u[k] = ®,x, k]

Repare que o lado esquerdo corresponde a quantidades medidas, e que o lado direito
corresponde a quantidade a estimar.

Podemos entdo considerar que estas 2 equagdes se podem considerar como:

(6.48.)x' [k +1]= @'x’ [k]+ T"w'[K],

(6.49.)y’ [k] =C'x’ [k]
Assim, o estimador de ordem reduzida, ou de Luenberger, ¢ dado por:

X, [k+1]= @, %, [k]+ @y, x, [k]+ T ulk]+
O30 L ([ 1], [K]- T k]~ @5, [K])
Se subtrairmos esta eq. de (6.46), ficamos com a equagdo de erro:
(6.51.)%, [k+1]=(®,, -L @)%, [k]
Entdo, podemos determinar Xy, ou por equivaléncia dos coeficientes das polinomiais

desejadas e reais, ou pela aplicagdo da formula de Ackermann:

-1

D, 0
L] ©,® 0
(6.52)L, = o (@) | " | |,
@, P | |1

6.2.4.1 Exemplo:

Vamos novamente revisitar o nosso problema do satélite, e considerar que
conseguimos medir a posi¢ao (X;), mas ndo a velocidade (x;). Comegamos por

particionar as varias matrizes:
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(6.53.) = : -
o, @] |0 1] |T, T

Entdo, de

(6.54.)|z1-®,, + L @,

=0, temos:

(6.55)z—14L.T=0

6.3 Projecto de reguladores: lei de controlo e estimador

Conforme sabemos de Sistemas de Controlo II, as raizes da polinomial caracteristica
do sistema composto pela lei de controlo e pelo estimador consistem nas raizes da
polinomial do estimador e da lei de controlo, calculadas separadamente. Este ¢ um
caso especial do principio de separac¢do. Assim, se utilizarmos o estimador

predictivo, temos:

(6.56.){’2[1” l]} _ F’ -Lc 0 }[i[k]}

x[k+1] -Tk  ®-Tk || x[k]
A sua equacdo caracteristica ¢é:

21-®+L C 0

=0, o0u
I'k zZI-®+Tk

(6.57.)

(6.58)(zl - ®+L,C)(z2l-®+Tk) =0

Vamos agora tentar comparar este método de projecto com o projecto de
compensadores introduzido no capitulo 5.

Se utilizarmos o estimador preditivo (6.29), as equagdes do sistema sao:

X[k]=®X[k-1]+Tu[k-1]+L,(y[k-1]- Cx[k-1]) =
(6.59.)=(®-Tk-L,C)X[k—1]+L y[k-1]
ufk] = -kx[k]

Caso utilizemos o estimador corrente (substituindo (6.39) em (6.59) e (6.42) ), temos:

(6.60.)&[14 =(®-Tk-L,C®+LCIk)x[k-1]+ Lylk]
u[k] = —k&[k]
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Tanto (6.59) como (6.60) podem ser convertidas para uma forma de funcdo de
transferéncia U(z)/Y(z). Repare que, dado que a referéncia € nula, isto corresponde a
-D(z).

Assim, para o compensador predictivo, temos:

(6.61.) Yo

-1
—k(zI-®+Tk+L,C) L,.
Para o compensador corrente, temos:

(6.62.)% = k(z1-®+Tk+LCP®-LCIk) Lz,

6.3.1.1 Exemplo

Se utilizarmos o vector de ganhos ja determinado anteriormente, k = [10 3.5] eo
vector observador L', :[1.2 5.2]T, utilizando (6.61), vemos que o compensador
equivalente ¢é:

z+0.82
(z+0.2+j0.56)(z+0.2— j0.56)

(6.63.)D, (z) = 30.4

Se utilizarmos o vector de ganhos j& determinado anteriormente, k = [10 3.5] e o

vector observador L'c =[0.68 S.Z]T, utilizando (6.62), vemos que o compensador

equivalente é:

z(z + 0.78)

6.64.)D, (z) = 25.1
(6.64)D,(2) (2+0.26+j0.39)(z+0.26 - 0.39)

6.4 Introducao da entrada de referéncia

A lei de controlo que introduzimos até aqui considera que a referéncia ¢ nula, e o
problema em questdo ¢ um problema de regulagdo, onde o objectivo ¢ conduzir o
estado do sistema para zero. Vamos agora introduzir uma entrada de referéncia,
primeiro considerando que se conhece todo o vector de estado, ¢ em seguida

introduzindo observadores.
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6.4.1 Entrada de referéncia para realimentacao de estado total

A estrutura esta representada na figura seguinte:

r X u X Yr
Nx K Plant Hr

A 4

\ 4

Fig. 2 — Realimentagao de estados com entrada de referéncia

O vector Ny transforma a entrada de referéncia, num estado de referéncia, isto €, o

valor de um estado de equilibrio para a respectiva entrada. Assim:
(6.65) Nr=x, e u= —k(x - xr)

Se o sistema for de tipo 1 ou superior, ¢ a entrada for um degrau, entdo nao havera

erro em regime estaciondrio, €

Ss r

(6.66.)x(0) = x, =x

Para um sistema de tipo 0, haverd um erro em regime estacionario, dado ser
necessario alguma acc¢do de controlo para manter o sistema num desejado Xx;, isto &,
X, #X,. Nesse caso, dever-se-4 determinar x, de tal modo que y, =r. Para que a
solugdo nao fique dependente do tipo de sistema, pode-se incluir um termo para o

controlo em regime estacionario:

#Nu

X; u X Yr
+ K + Plant H,

4
Z
>

\ 4

Fig. 3 — Realimentacdo de estados com entrada de referéncia e feedforward

Neste caso, iremos ter:
(6.67)u,=N,r

Assim, para regime estaciondrio, temos:
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(6 68 )er = Xr - Xss

=y.=r

VXSS r
Destas euqagdes tira-se que:

(6.69OH N r=r, ou HN =1

Por outro lado, dado que o sistema estd em regime estacionario, temos que:

X, =®x +Tu ,ou
(6.70.)(®-1)x, +Tu, =0

Substituindo (6.67) e (6.68) em (6.70), temos:
(®-I)N,r+TN,r=0, que se reduz a:

(6.71)(®-I)N +TN, =0

Entdo, (6.71) e (6.69) podem ser expressas como:

ERRINEHE
NP

6.4.1.1 Exemplo

Para o problema de posicionamento do satélite, admitindo que pretendemos controlar

a variavel x;,

1 T 2
(I):{ }, F:{TT/Z]ComTZO.I,

0 1
Lo o 1
-1 T
=|-10 0.5 0.1],¢
H 0
10 0
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6.4.2 Entrada de referéncia com estimadores

Neste caso usam-se 0s mesmos conceitos que ja introduzidos anteriormente. A Unica
preocupacdo ¢ que a entrada do estimador devera ser a mesma da plant, e portanto o

estimador devera ser posicionado de acordo com a figura seguinte:

A 4
Z
=

T Xy u X Yr
s N, + K + .| Plant H,

A
A 4

Estimator

Fig 3 — Realimentacao de estado, com referéncia e estimador

Neste caso, ndo se devem usar as equagdes (6.59) e (6.60), dado estas terem sido
deduzidas sem entrada de referéncia. Devemos utilizar um estimador da forma (6.29),

mas com u[k] dado por:

(6.72)ulk]=-k (i[k] - xr) + N,r, para o estimador predictivo,

(6.73)ulk] = —k(ﬁ[k] — xr) + N, r, para o estimador corrente, e,

( )
(6.74)ulk]=—- [k k ] —X_ |+ N, r,para o estimador de ordem reduzida.
a b L r) u p

X(I
X,
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5 Projecto de sistemas de controlo digitais utilizando o
método das transformadas

Neste capitulo vamos apresentar 4 classes de métodos para projecto de controladores
digitais. O 1° método ¢ baseado no uso de equivalentes digitais introduzidos no
capitulo anterior. O segundo método ¢ baseado na aplicacdo do lugar das raizes no
plano z. O 3° método ¢ baseado na resposta em frequéncia, tanto em termos da
transformada z como no plano w. O 4° e Gltimo método ¢ baseado em métodos

analiticos, e ndo tem equivalemte para o tempo continuo.

5.1 Analise da resposta transitoria e em regime estacionario

As especificagdes de regime transitorio introduzidas na disciplina de Sistema de
Controlo I, para tempo continuo, aplicam-se também em tempo discreto. Vamos entao
examinar a maneira como especificagdes como razdo de amortecimento, tempo de
subida, percentagem de sobreelevacdo e tempo de estabelecimento podem ser
interpretados em termos do plano z.

E necessario, em sistemas amostrados, tomar em consideracio o tempo de
amostragem T. Se o tempo de amostragem for demasiado longo e o teorema de
amostragem ndo for satisfeito, a localizacdo dos polos e zeros mudard, devido ao
fenomeno de folding.

Suponhamos que um sistema continuo tem polos em s =—-c; = jw;. Se este sistema
. 1 « ) . . .
for amostrado e w, > > W entdo ocorrerd o fendmeno de folding e o sistema

comportar-se-4 como se tivesse polos em s=—c; * j( nwg + w;). Dentro da faixa

primaria os polos adicionais aparecerdo em s =—Gj £ j(— Wg + wl).

5.1.1 Razado de amortecimento §

Como sabemos, no plano s uma relacdo de amortecimento constante ¢ representada
por uma semi-recta saindo da origem. Relembrando a sec¢do 2.6, sabemos que o
mapeamento desta semi-recta no plano z ¢ uma espiral logaritmica. Obviamente que

se as especificagdes pretendidas ditarem uma razdo de amortecimento superior a um
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determinado valor &;, no plano z os pélos devem permanecer no interior da regido

delimitada pela espiral logaritmica correspondente a &;.

5.1.2 Frequéncia amortecida wqy

Relembrando a sec¢do 2.6, o lugar geométrico no plano s dos pontos com wy
constante ¢ uma recta horizontal, enquanto que no plano z ¢ semi-recta que parte da
origem. Sabemos também que o tempo de subida depende apenas da razdo de

amortecimento e da frequéncia amortecida dos poélos dominantes.

5.1.3 Tempo de estabelecimento ts

Sabemos que o tempo de estabelecimento ¢ fungdo da parte real dos p6los dominantes
do sistema. Se as especificagdes pretenderem um tempo de estabelecimento inferior a
uma determinada constante, ¢ <oy, em termos do plano s traduz-se na regido a
esquerda da linha 6 = Gy, enquanto que no plano z esta regido corresponde ao interior

’ . —oqt
do circulo de raio ¢ 1.

5.1.4 Analise do erro em regime estacionario

Consideremos o sistema discreto da fig. 1. Iremos assumir que o sistema ¢ estavel, de

modo a poder aplicar o teorema do valor final.

t e(t) e*(t) =] u® c(t)
i / |l-e | Gs)

v

b(t)

H(s)

Fig. 1 — Sistema de controlo discreto

Do diagrama, temos que o sinal de erro é€:
(5.1.)e(t) =r(t) —c(t)
Considerando agora o erro amostrado, temos:

(5.2.)¢, =lime"(t) = lime(kT) = lim (z 1)E(z)
t o0 t- o0 zZ—

Se definirmos
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(53)G(2)=(1- 2" )z[@}

(&

4G = -7t S

S

Temos assim:

Cz) _ G2

(5.5)—2 = :
R(z) 1+ GH(z)

(5.6.)E(z) =R(z) - B(z) =R(z) - GH(2)E(z), ou

(5.7.)E(z) = (2)

— R
1+ GH(z)

Substituindo (5.7.) em (5.2.), obtemos:

(5.8)e. = lim (z-1) (2)

— R
1+GH(z)

Do mesmo modo que para sistemas continuos, consideramos 3 entradas padrdo: o

degrau, a rampa e a parabola.

5.1.4.1 Constante de erro de posigao

Para uma entrada em degrau, r(t)=u(t), e

1

1-2z

(5:9)R(2) =——

Substituindo esta eq. em (5.8.), o erro em regime estacionario para uma entrada em

degrau, pode ser obtido como:

(5.10)¢", =lim (z=1)—— L cfim— 2
z-1 1+GH(z)1-2z z-11+GH(z)

im———
2-11+GH(z)
Se definirmos a constante de erro de posigado, k,,, como:

(5.11.)k,, = lim GH(z)
z—1
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Entdo, o erro em regime estaciondrio para uma entrada em degrau pode ser obtido

como.:

* 1
5.12.)eg =
(3-12-)egs =

p

Obviamente o erro ¢ nulo se k,=co, isto €, se houver pelo menos 1 p6lo em z=1.
5.1.4.2 Constante de erro de velocidade

Para uma entrada em rampa, r(t)=tu(t), isto é:

(5.13)R(z) = Te” _ Tz

(1 - 2_1)2 (z- 1)2

Substituindo esta eq. em (5.8.), temos:

¥ . _ 1 Tz =1 1z
(5 14) €, — lzlfrll (Z 1) 1+ GH(Z) (Z — 1)2 121{111 (Z —1) (1 + GH(Z))

Definindo a constante de erro de velocidade como:

(z-1)(1+GH(2) _ .

Tz z-1

2

(5.15)k, = lim (2-1)(GH)
TV G T

0 erro em regime estacionario para uma entrada em rampa ¢ dado por:

.1
(5:16) g5 =-—

\%

Obviamente, quando ky=00, 0 erro em regime estacionario para uma rampa ¢ nulo.

Isso acontece quando existirem 2 ou mais polos em z=1.

5.1.4.3 Constante de erro de aceleragao

1
Para uma entrada em parabola, r(t) = > tzu(t) , temos:

T (Z+1)z

5.17)R(z) =
GIDR@ ="

Substituindo esta eq. em (5.8.), temos:
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1 T2 (Z+1)Z i T2 ) T2
— |=lim > =lim——
1+GH(z) 2(z-1) =1 (z-1)" (1+GH(z)) *'(z-1) GH(2)

(5.18)e, =lim (z-1)

Se definirmos a constante de erro de aceleracdo, k,, como:

(z-1)" GH(z)

T2 ’

(5.19.)k, =lim

entdo o erro em regime estaciondrio para uma entrada em pardbola, ¢ dado por:

* 1
(5.20.)es = k_ .

a
Este erro ¢ nulo quando k,=, 0 que acontece quando GH(z) tem 3 ou mais pélos em

z=1.

Podemos assim ver que, comparando com o que conheciamos relativamente aos
sistemas continuos, vemos que os sistemas discretos apresentam o mesmo

comportamento para regime estacionario.

5.2 Projecto baseado em equivalentes discretos

Assume-se nesta técnica que o sistema de controlo ¢ projectado em tempo continuo,
isto €, um controlador analégico ¢ projectado, e s6 depois discretizado.

Consideremos o sistema representado na fig. 2.

r(® et Controlador u( G(s) <

Analdgico

b(t)

Fig. 2 — Sistema de controlo continuo
O método entdo mais utilizado consiste em, de acordo com as especificagdes, o
controlador analogico ¢ projectado, e depois discretizado de acordo com uma das

técnicas apresentadas no capitulo anterior.
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Um método mais refinado, normalmente designado como pseudo-tempo continuo,
incorpora os efeitos do sample-and-hold na fase de projecto em tempo continuo.

Observemos a fig. 3, onde se representa um sistema de controlo discreto.

(t) e(t) e*(t u(t) c(t)
f N Controlador | Hod |, G(s)

Digital

b(t)

Fig. 3 — Sistema de controlo discreto
J& sabemos que o circuito de hold produz um atraso no sistema. Podemos aproximar o
circuito de hold por um quociente de polinomiais, considerando apenas a aproximagao

de 1? ordem do termo de atraso:

(521)e 8= 2 8 v 2
1+E+(TS)2 1+E

O retentor de ordem zero pode entdo ser aproximado como:

1-
=Ts 1"‘E
1-¢ 2 T

(5.22.)Gy(2) = = =T
s

—s+1

2

Como o ganho DC ¢ obtido na fase de projecto, podemos ndo considerar o T em

numerador, €:

1
(5.23.)Gp(2) = T
—s+1
2

Entdo o sistema de controlo discreto representado na fig. 3 pode ser apresentado

como:
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r(®) (0 et Controlador ! 1o <

—> o T —>| G(s)
Analdgico 58 +1

»
!

b(t)

Fig. 4 — Sistema continuo com a aproximacao do z.0.h.
O processo continuo que se considera, no projecto do controlador, ¢ assim

1

G(s). Assim que o controlador analdgico se encontre projectado, o controlador
—s+1

2

serd discretizado, e o processo serd também discretizado, assumindo um zero-order-
hold a entrada. Seguidamente, o sistema discreto em malha fechada ¢ analisado,
mediante a resposta no tempo ou na frequéncia. Se os resultados forem satisfatorios,
entdo esta fase do projecto esta concluida. Finalmente o controlador digital devera ser

implementado num programa computacional, e executado num sistema de tempo real.

5.3 Projecto baseado no método do lugar das raizes

Este método determina o controlador directamente no plano z. Inicialmente, o
processo a controlar ¢ discretizado, usando (4.32), e em seguida aplicam-se as varias
iteracdes de projecto de modo a que o sistema em malha fechada cumpra as
especificagdes pretendidas. Dado que o processo de discretizagdo assume que um
zero-order-hold ¢ incorporado a entrada do processo a controlar, em termos de
sistemas amostrados temos um equivalente exacto, € ndo uma aproximagao como no
caso anterior. Obviamente estamo-nos a referir apenas as amostras, € nao ao
comportamento entre amostras, dado este ser dependente do sinal de entrada, entre
amostras, do processo continuo.

O método de projecto baseado no lugar das raizes ¢ apenas uma extensdo logica das
técnicas desenvolvidas para sistemas continuos. Como sabemos a equacdo

caracteristica para sistemas discretos tem a mesma forma que para sistemas continuos:
(5.24)A(z) =1+ G(z)H(z) =0,
ou

(5.25)A(z) =1+ GH(z) = 0
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Assim sendo, as condi¢des de amplitude e fase t€ém a mesma forma que para sistemas

continuos:

(5.26.) |G(z)H(z)| =1, ou,

GH(z)| =1

(5.27.)(G(z)H(z) = n(2k +1), ou, (GH(z) = n2k +1), k=0, £1,£2, ...

E facil de concluir que as regras para constru¢do manual, introduzidas para sistemas
continuos, na disciplina de sistemas de controlo I, sdo exactamente iguais para
sistemas discretos. O que ¢ diferente, ¢ a interpretacdo a dar aos resultados obtidos,
em termos de localizagdo dos polos e a sua repercursdo em termos de estabilidade e
comportamento dinamico.

A melhor maneira de verificarmos as diferencgas € utilizando um exemplo:

Vamos supor que pretendemos determinar um controlador discreto para um sistema
de posicionamento de uma antena, em que o proceso a controlar ¢ representado pela

fungdo de transferéncia:

(5.28.)G(s) =

1
s(10s +1)°

As especificacdes de projecto sdo:

1) percentagem de sobreelevacdo < 16%
i1) Erro em regime estacionario para uma entrada em rampa de 0.01 rad/s inferior
a 0.01 rad.

iil)  tempo de estabelecimento a 1% < 20 sec.

iv) tempo de subida < 6 sec

1) A 1* especificagdo, dado que se pode aproximar a percentagem de

sobreelevagdo por:
(5.29.) %Sobreelevacao = (1 - &jl 00

Conduzaum £>0.5.

i1) A 2% especificagdo implica que ky <1, dado que egq = —
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: . 5 .
i) A 3% especificagdo, dado que t; ~ ——, conduz a que a parte real das raizes
Wn

em s seja inferior a -0.25. Em termos de localiza¢des no plano z, utilizando

z=e1 , € T=1 seg, conduz a um raio inferior a 0.8

1.
1v) A 4% especificagdo, dado tr| (=05~ —8, conduz a que w,>0.3.
=05~ g

Discretizando o processo com T=1 seg, a fun¢do de transferéncia discreta ¢:

z+0.9672
(z—1)z—-0.9048)

(5.30.)G(z) = 0.0484

Considerando um controlador proporcional (u = k(05 — 0)), a equagdo caracteristica é:

9672
(5.31)1+0.0484k — 2709072 _,

(z—1)z - 0.9048)

A figura seguinte mostra o lugar das raizes para varios valores de k.
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Real Axis

Figura 5 — Lugar das raizes para controlo proporcional
Da figura seguinte, podemos ver que o raio das raizes nunca ¢ menor que 0.95, o que
implica que a especificacdo do tempo de estabelecimento nunca pode ser cumprida. O
sistema torna-se instavel para k=1.85, o que corresponde a um k, de 1.85.
Temos entio que incorporar um compensador dinamico. E facil de provar que um

compensador continuo que cumpre as especificagdes €:

10s +1

(5.32)G(s) =

Se utilizassemos emulacdo, deviamos discretizar o controlador, usando uma das
técnicas introduzidas no capitulo anterior. Utilizando mapeamento de pdlos-zeros,

teriamos um zero em:

(5.33)z =DM — 9 9048

e um polo em:
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(5.34)z=¢"PD =03679
O ganho DC discreto deveria ser igual ao ganho DC continuo, e portanto:

. . —0.9048
(5.35.)ganho = lim G(s) = lim K272 k= 6.64
s—0 z—1 z—-0.3679
Vamos tentar usar este controlador. A figura seguinte ilustra o lugar das raizes

utilizando-o:

Real Axis

Fig. 6 — lugar das raizes com o controlador obtido por emulagado

O ponto marcado com uma cruz denota k=6.64. Como vemos, o sistema apresenta um
€ de 0.2, e pode-se provar facilmente que k,=1. O lugar das raizes mostra também
que aumentando o ganho iremos diminuir o £, o que ¢ exactamente o contrario do
pretendido. Pelo contrario, se diminuimos o ganho, podemos melhorar o
amortecimento, mas ja ndo conseguimos cumprir as especificagdes de regime
estacionario.

A figura seguinte ilustra a resposta ao degrau do sistema discreto, comparativamente

com o sistema continuo.
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Step Response

1.5 T T T T T
1 ’_,_l_‘ SO oeees B
f |_\_l_'—
0.5} 1
0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Time (samples)
Fig. 7 — Resposta ao degrau do sistema continuo, comparado com o sistema discreto
obtido por emlagdo.
E 6bvio pela comparagdo entre as duas respostas ao degrau que o projecto por
emulacdo ndo d& bons resultados neste caso. Reparemos que o nosso sistema
pretendido tem um w,=1 rad/seg, ou 0.16 Hz. Regras empiricas normalmente usadas
indicam uma frequéncia de amostragem de cerca de 20 vezes a largura de banda.
Neste caso, como estamos a utilizar 1 Hz de frequéncia de amostragem temos apenas
um factor de 6. Podemos no entanto utilizar este controlador como um passo inicial, e
seguidamente refinar o projecto.
Podemos transferir as especificagdes para o plano z. As especificagcdes de tempo de

estabelecimento (7, <10 seg) traduzem-se raios de polos inferiores a 0.61, enquanto

as especificagdes em termos de sobreelevacao traduzem-se em que os pdlos devem

estar no interior da espiral correspondente a { =0.5 As especificacdes em termos do

plano s eram cumpridas com uma localizagdo de polos em:

(5.36.)s =—0.5+ j0.867

Em termos do plano z, deveriamos ter p6los em:
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(5.37.)2=0.392 + j0.462

O projecto por emulacdo normalmente resulta em sistemas mal amortecidos quando as
especificagdes de regime estaciondrio sao cumpridas. Nestas circunstancias deve-se
gerar um avango de fase, o que no caso deste compensador implica separar mais o
polo do zero. Mantendo o zero de modo a cancelar o pélo do processo, e passando o
po6lo do compensador para 0.1, mantendo as especificacdes de regime estacionario,

obtemos a seguinte resposta ao degrau:

Step Response

15 T T T T T
l _\— e
L —
0.5 4
0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Time (samples)

Fig. 8 — Resposta ao degrau, com o p6lo do compensador em 0.1

Apoés varias tentativas, chega-se a conclusdo de que com o zero do compensador
colocado em 0.904, ndo se consegue cumprir simultaneamente as especificacoes.

Ap0s algumas tentativas e erro, o compensador

z - 0.80
5.38.)G¢(z) =6——
(5:38)Ge(2) =6—— "

satisfaz as especificacdes para as raizes dominantes e tem um k,=1.26. A resposta ao
degrau para este sistema estd representada na fig. 9, e o lugar das raizes na fig.

seguinte, onde se especifica as raizes para k=6.
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Step Response
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Fig. 9 — Resposta ao degrau para o sistema com compensador (5.38.)
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= QX4

Real Axis

Fig. 10 — Lugar das raizes para o sistema com compensador (5.38.)
De notar que, embora as especificagdes em termos das raizes dominantes sejam
cumpridas, ha uma raiz adicional em z=0.74 ¢ um zero em z=0.8, o que degrada a
resposta, conforme se pode observar na figura anterior. Repare-se que a percentagem
de sobreelevagdo ¢ de 29% e o tempo de estabelecimento de 15 seg.
E pois necessario uma nova iteragio.Um compensador que atinge os resultados

pretendidos ¢:

(5.39)G.(5) = 1372088
z+0.5

O lugar das raizes com este compensador esta representado na fig. seguinte, e na fig.

12 a resposta ao degrau do sistema em malha fechada.
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Imag Axis

Real Axis

Fig. 11 — Lugar das raizes para o sistema com compensador (5.39.)

Step Response
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Fig. 12 — Resposta ao degrau para o sistema com compensador (5.39.)
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5.4 Projecto baseado na resposta em frequéncia

Como sabemos, para sistemas continuos, sdo muito utilizadas técnicas de projecto

com base na frequéncia de resposta, pelas seguintes razoes:

1. As curvas de ganho e de fase podem ser esbocadas a mao;

2. Existe o critério de estabilidade de Nyquist, e podemos determinar margens de
ganho e margens de fase, que nos ddo uma indicacao da resposta do sistema;

3. As constantes de erro do sistema, k, ou k, podem ser obtidas directamente da
assintota de baixa frequéncia da curva de ganho;

4. As correcgdes as curvas devidas a introducdo de um compensador podem ser
facilmente computadas, utilizando apenas uma das curvas;

5. O efeito de um poélo, zero, ou variagdes de ganho de um compensador na
velocidade da resposta podem ser facilmente determinadas usando apenas a curva
do ganho.

Relembremo-nos que o calculo da frequéncia de resposta (ganho e fase) ¢ obtida, para

sistemas discretos, calculando o valor da f.t. para valores de z ao longo do circulo

unitario:
Amplitude = |H(Z)|Z:e jwT

5.40.
( )Fase = <H(Z)Z:eij

Através destas relacdes, vemos que as regras utilizadas para o desenho manual dos
diagramas de Bode, para sistemas continuos, sdo inlteis para sistemas discretos.
Igualmente, a relacdo existente entre os dois diagramas (amplitude e fase) desaparece
para sistemas discretos, e as vantagens 1, 4 e 5 atrds apontadas, sdo menos evidentes
para sistemas discretos. Com algum cuidado de intrpretacdo, os pontos 2 e 3
permanecem basicamente inalterados.

Por causa destas desvantagens para os sistemas discretos quando se utiliza a
transformada de z, uma alternativa — a transformada de w — é vulgarmente utilizada
para projecto de sistemas discretos utilizando técnicas de frequéncia de resposta. A

utiizagao desta transformada sera discutida na sec¢ao 5.4.2.

5.4.1 Utilizando a transformada de z

Vamos utilizar como exemplo o sistema:
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(5.41.)G(s) =

1
s(s+1)'

Discretizando este sistema com um equivalente de zero-order-hold, para trés

diferentes frequéncias de amostragem, obtemos:

G(z)=00187—2799% 1 02
(z—1)z—0.819)
(542)G(z)=0368— 27072 1
(z—1)z - 0.368)
G(z)=1135— 270525 1,

(z—-1)z - 0.135)

O diagrama de bode para estes 3 sistemas, bem como para o sistema continuo, esta

representado na fig. 13.

Bode Diagrams

50

J

/
/

-50 \

-100

-50

-100

/)

/]
vy
o
4[

-150

TSWND ADC—Z XCT~ED AT~
7/
T

\

\\\
MO
-200 N

-250 \‘}

10 10" 10° 10" 10°

Frequency (rad/sec)

Fig. 13 — Diagramas de bode para o sistema continuo (5.41.) e sistemas discretos
(5.42.)
Conforme se pode observar da fig. 13, em termos da curva de ganhos a semelhanga
entre o sistema continuo e os discretos ¢ maior do que em termos da curva da fase.

Como era de esperar, as semelhangas entre o sistema continuo e o discreto aumentam
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a medida que aumenta a frequéncia de amostragem. Com efeito, para frequéncias
correspondentea Y4 da frequéncia de amostragem, a diferenga (em termos de fase)
entre o sistema continuo e o discreto comega a ser demasiada.

J& sabemos de capitulos anteriores que o efeito principal de um amostrador de topo
. . . wT .
plano ¢ atrasar o sinal de aproximadamente - rad. Se entrarmos em linha de conta

com este desfasamento adicional, pelo menos até frequéncias de ' da frequéncia de

amostragem obteremos bons resultados no calculo da fase para sistemas amostrados.

5.4.1.1 Critério de estabilidade de Nyquist
Para o caso discreto, o principio subjacente ao critério de Nyquist ¢ igual ao caso
continuo. A tUnica diferenga reside na forma do contorno que envolve a regido de

instabilidade. No caso discreto, como sabemos ¢ o espago exterior ao circulo unitario.

) Imag(z
o0 g2

Re(z)

Fig. 14 — Contorno usado para calculo do diagrama de Nyquist para sistemas discretos

O critério de estabilidade de Nyquist para sistemas discretos, no plano z, pode ser

formulado como:

(5.43.)Z=N+P,

onde:

Z Numero de raizes instaveis;

N Numero de vezes que o ponto —1 é rodeado (no sentido dos ponteiros do

relogio) pelo mapeamento de G(z)H(z) (ou GH(z)) do contorno da fig. 14
P Numero de pdlos instaveis de G(z)H(z) (ou GH(z))

Consideremos o caso do sistema em malha aberta:
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(5.44.)G(s) =

1
s(s+1)

com controlo proporcional a uma frequéncia de amostragem de 2 Hz.

O sistema discreto €:

1.132+0.59  _ 1.13(z+0.52)
22 -1.13z+0.13  (z-1)(z-0.13)

(5.45.)G(z) =

A fig. seguinte mostra o diagrama de Nyquist para uma gama de frequéncias

we[0.5,7/Trad/s.

Nyquist Diagrams

1.5

0.5 \

~_ I
/

$
X
A
m 0.5
-1
-1.5
-1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

Real Axis

Fig. 15 — Diagrama de Nyquist para a f.t. (5.45)

Para todo o contorno de Nyquist, poderemos observar as figs. 16 e 17.
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10

5

-4

-10
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Fig. 16 — Contorno de Nyquist usado para obter o digrama de Nyquist da fig. 17

10g¢

Fig. 17 — Diagrama de Nyquist para a f.t. (5.45)
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Note que para o calculo da transformacao entre os pontos % — a (englobando a
singularidade em z=1) é conveniente executarmos a transformagdo z, =z+1. Se

assim o fizermos, ficamos com:

1.13(z -0.48
(5.46)G(z) = Cros) (izl 0.87))

Fazendo agora a substitui¢ao:
(5.47.) z, = ge’®
temos:

1.13(&e” -0.48)

540D o)

Tirando agora o limite quando & — 0, fica-se com:

(5.49.) limG(g, 0) = oo /0

E—

Como quando z varia de & — a, @ varia de 0 — ]ET , entao limG(é’, 6?) varia de

£ 00

O - T .
2
Relativamente ao semicirculo de raio infinito f — g, faremos a substituicdo
z=Re’’. Ficaremos com:
113(Re”” +0.52)
Re’-1)(Re’ -0.13)

(5.50.)G(R,6) = [

Tomando o limite quando R — oo, fica-se com:

(5.51)lim G(R, 6) = 0™

Como quando z varia de f — g, @ varia de 7 — 0, entdo limG(é‘, 6?) varia de

£

-7—0.

Relativamente ao segmento de recta ¢ — 4, z=Re’’, onde R varia de « — 1. Entio

G(R) varia de 0 — o, sem variagdo de 4.
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Conforme podemos observar das figuras, o ponto —1+j0 nunca ¢ englobado pelo

diagrama, e portanto o sistema ¢ sempre estavel.

5.4.1.2 Ganhos na baixa frequéncia e coeficientes de erro estatico

Sabemos que para sistemas continuos podemos determinar os coeficientes de erro

através do diagrama de Bode. Assim:

a) O coeficiente de erro de posi¢ao, k,, € igual ao ganho quando a assintota de baixa-
frequéncia tem inclinagdo nula;

b) O coeficiente de erro de velocidade, k,, ¢ determinado através do valor para w=1
na assintota de baixas frequéncias, caso ndo existam singularidades para w<I.

Para sistemas discretos, estas relagoes sdo também validas.

5.4.1.3 Projecto de compensadores

Sabemos que para sistemas continuos, de fase minima, a curva de fase se pode tirar da
curva de magnitude. Tal ndo acontece para sistemas discretos, dado estarmos a utilizar
pontos do plano z ao longo do circulo unitario.

A aproximacgao que podemos usar € a de que a frequéncia de canto € vista em termos
da posicdo angular, w7, em radianos, e coincide com a distincia da singularidade em
relagdo ao ponto z=1. Isto ¢, um po6lo em z=0.9 provocard uma mudanca de declive

para wI=1-0.9=0.1 rads. Esta regra ¢ valida para valores de wT <0.1 rads, i.e.,
2 :
quando wg = ?n >2n*10w =62.8w, e fornece resultados aproximados para

frequéncias de amostragem 8 vezes superiores a frequéncia em questao.
Vamos outra vez utilizar o exemplo de posicionamento da antena que introduzimos na
seccao 5.3.

O sistema a controlar, tem uma fun¢ao de transferéncia de:

z+0.9672
(z—1)z—-0.9048)

(5.52.)G(z) = 0.0484

amostrado a 1 seg.
Na figura seguinte estd ilustrado o diagrama de Bode do sistema ndo compensado,

bem como utilizando 3 possiveis compensadores.
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Bode Diagrams

Gm=6.2 dB (Wcg=0.4); Pm=9.2 deg. (Wcp=0.3)
100 ————rr —————r —— ——

ﬁ _
N

50
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00—
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o

-200 |

_3003 . .H“Mz . .H“Ml 0 1
10 10 10 10 10

Frequency (rad/sec)

Fig. 18 — Frequéncia de resposta do sistema ndo compensado, bem como com 3

diferentes compensadores

Vemos assim que o sistema tem uma margem de fase de 9° para uma frequéncia de

0.3 rad/s. E sabido que, para sistemas de 2* ordem, { ~ PM /100, e portanto a relagdo

de amortecimento ¢ de cerca de 0.1, enquanto que o pretendido era de 0.5. Por outro

lado a frequéncia natural pretendida era de cerca de 0.92 (¢, = 46 <10 - w, =0.92),

enquanto que a frequéncia de margem de fase (aproximadamente igual a frequéncia
natural) obtida € de 0.3 o que implica que a resposta sera demasiado lenta.
Pretendemos portanto desenhar um compensador que gere uma maregm de fase de
cerca de 50° a frequéncia de 0.9 rad/s.

Note que o k, de G(z) ¢ de 1, e portanto para termos um k, do sistema total de 1, s6
iremos considerar compensadores com k, de 1.

No 1° caso escolhe-se um compensador avango com uma frequéncia de canto de 0.15

rad/seg (note que T=1). Este compensador tem a f.t.
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z—0.85 ,
(5.53.)G(z) = 6.67———— e esta representado a azul.
z
Este 1° compensador dd-nos uma margem de fase de 50°, com w¢,=0.6 rad/s. A
margem de fase foi conseguida, mas a uma frequéncia baixa de mais.
No 2° caso baixa-se o zero para 0.9, para conseguirmos uma frequéncia de margem
de fase mais alta (a frequéncia de canto do compensador baixa para 0.1), ficando

assim com:

z—09

(5.54)G.(2)=10 (a verde)

Este compensador j& tem uma frequéncia de margem de fase de 0.9, mas a margem de
fase obtida ¢ de apenas 39°. Se movermos o polo para z=0.5, ndo ha grande efeito em
Wep, Mas a margem de fase atinge agora 50°, ficando assim as nossas especificagdes
de frequéncia satisfeitas ( a verde azulado). Temos pois as especificagdes em termos
de resposta na frequéncia satisfeitas).

Vendo agora a resposta ao degrau obtida com este compensador, vemos que as
especificagdes em termo de resposta nao foram cumpridas. A explicacdo € que
estamos em presenca de um sistema de 3* ordem, e as aproximacgdes que utilizdmos
sdo validas para sistemas de 2* ordem apenas.

Step Response

1.4

1 I_'_I—’_\_‘—._.—

0.8} 1

0.4} .

0.2} 1

O Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25

Time (samples)

Fig. 19 — Resposta ao degrau do sistema com o compensador (5.54.)
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Isto quer dizer que precisamos de uma margem de fase superior a 50°. Apds algumas

tentativas, o compensdor:

z—0.883

5.55)G .4 =12.8
(5-35)Ge4 2405

cumpre as nossas especificacdes, como vemos na resposta em frequéncia e na resposta
ao degrau.
Bode Diagrams

Gm=8.0 dB (Wcg=2.1); Pm=56.9 deg. (Wcp=0.8)
100 —— —— T T ——

50 .

-2503 . .H““I2 . .H““I1 . .H“”o 1

10 10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

Fig. 20 — Frequéncia de resposta com o compensador (5.55.)
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Fig. 21 — Resposta ao degrau com o compensador (5.55.)

5.4.2 Utilizando a transformada de w

A transformada w foi introduzida para permitir uma analise na frequéncia de sistemas
discretos semelhante a de sistemas continuos. Transforma-se uma funcdo de

transferéncia G(z) em G(w) através da transformacao bilinear:
2z-1

(5.56)w=—-2""
Tz+1

e fazemos a andlise no plano w. Converte-se posteriormente de w para z utilizando a

transformacao inversa:

1+wT/2

5.57.)z =
G-3T)z2=1"0r7

Note que esta transformagdo tem a mesma forma da de Tustin, para obten¢do de um
equivalente discreto de uma funcao continua.

O problema principal na urilizagdo dos métodos de frequéncia com a transformada de
z consistia em utilizarmos os valores de z no circulo unitario. Para este caso isto nao

acontece. Repare-se que, substituindo-se z=e*' em (5.56.), temos:

sT
(5.58.)w=ge T ! =£tanh£.
TeSt +1

No eixo imaginario, s=jw, ¢

. .2 wT
5.59)w = jv=j—tan| —
(5.59)w =] 7 ( > j

e portanto a "frequéncia" do plano w, v, mantém-se real e varia de 0 a o.

O processo de projecto € entdo:

1. Obtém-se G(z) de G(s);

2. Transforma-se G(z) em G(w) utilizando (5.56.);

3. Realiza-se o projecto do controlador no plano w, do mesmo modo que se faria se o
sistema fosse continuo. O critério de estabilidade de Nyquist, os conceitos de
margens de ganho e de fase, etc., sdo todos os mesmos;

4. Apds esta fase concluida, volta-se a G(z) utilizando (5.57.).
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Enunciados Controlo Digital

Analise de sistemas discretos dinamicos

Seja a equagdo diferenca:

u,,, =025u,
Admita uma solugdo do tipo u, = Az" e determine a equacio caracteristica em z.
Determine as raizes caracteristicas z; € z, e verifique se o sistema ¢ estavel.
Admitindo uma solugio geral na forma u, = A,z,“ + A,z,", determine A, ¢ A,
que satisfagam as condig¢des iniciais up=0 e u; = 1.
Repita as alineas a), b) e c) para a equagao diferenca u, ,, =—-0.25u, .
Repita as alineas a), b) e c) para a equagao diferen¢a u, ,, =u,,, —0.5u,.

Implemente a funcdo de transferéncia:

U(z) 7> +0.52* —=0.252+0.25
E(z) z*'-2.62°+24z>-0.8z2
Na forma canodnica controladora
Na forma canonica observadora

H(z) =

Dada a polinomial
a(z)=z"-2.12" +1.62-0.4
verifique se o sistema ¢ BIBO estavel.

Para o sistema:
1
G(s)= —
S

Determine as equacgdes dinamicas discretas, considerando um intervalo de
amostragem de T segundos.

Determine a transformada de z

Considerando que o sistema introduz um atraso de 0 < A < T, determine a equacao
de estado.

Determine a equagdo de estado discreta para o sistema:
x(t) =—x(t) + u(t —2.5)
onde o tempo de amostragem ¢ T = 1 seg.

Determine a transformada discreta de um sistema com func¢ao de transferéncia:

G(s) = —

S+a

G(s)=

S2
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2.7  Calcular a transformada de z da saida do seguinte sistema:
Xy =0.5x, +u,

a) Quando a entrada ¢ uma rampa e com condig¢des iniciais X = 1.

b) Calcular a expressao da resposta no tempo.

2.8 Demonstrar as seguintes propriedades da transformada de z

a) Deslocamento temporal ~ Z{f(k + h)} = z"F(z)
b) Linearidade no plano z.

2.9 Seja o sistema descrito pelas equacdes de estado:

1 .
{Xlkﬂ} cos(w,T) —sin(o,T) {Xlk}
_ -
-o,sin(o,T)  cos(w,T) X2

X okl k

Yk = Xk

a) Aplicar o operador g e resolver para yy.
b) Converter para o operador 0.

2.10 Converter os sistemas dados pelas seguintes equagdes diferenciais para o
operador g e para o operador 9, sabendo que o periodo de amostragem T =

0.02 seg.
d’y dy
a) —+—+y=u
) dt*  dt y
d’y . dy
b) —+10—-y=
) dt? dt y=u

2.11 Para a seguinte equacao diferenca:
y[k]=y[k=1]+y[k-2] =2u[k ~1] -2u[k 2]

1, k=0
u[k]:

0, k<0
y[k] =0, k<0

Y(z)
(z)
b) Determine uma expressao fechada para y[k]

a) Determine a funcdo de transferéncia

2.12  Para o sistema descrito pelas equagdes de estado:
. -1 0 0
X = x+ u(t-2,5)
0 -2 1

y=[1 1]x
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a) Determine as equacgdes de estado discretas, utilizando um intervalo de
amostragem de 1 seg.

b) Utilizando o resultado da alinea anterior, calcule a funcdo de transferéncia
discreta.

2.13  Para o sistema descrito pelas equagdes de estado:

/=1 0 0
X = 0 -2 X+ 1u(t—2,5)

y= [1 O]x

a) Determine as equagdes de estado discretas, utilizando um intervalo de
amostragem de 1 seg.

b) Utilizando o resultado da alinea anterior, calcule a fun¢do de transferéncia
discreta.

2.14  Para o sistema da fig. seguinte:

- 0 o Gs W <O

C(z) 1
,onde G(s)=———,
R(z) 2s(s+2)
e onde o bloco Z.0.H. representa um amostrador de topo plano (zero-order-hold).
Considere uma frequéncia de amostragem de 1 Hz.
b) Assuma agora que G(s)=e *G(s), isto é, introduza um tempo de atraso no

a) Obtenha a fun¢do de transferéncia discreta G(z) =

processo. Calcule para este caso G(z).
-0.4T
(S + 1)

amostrado com um periodo de amostragem T, e que ¢ aplicado um degrau a
entrada. Determine a transformada de Z da saida.

2.15 Assuma que um sistema tem como fun¢do de transferéncia G(s)= , €

2.16  Considere a funcdo de transferéncia G(z) = Z—+3 Determine:

(z+1)(z+2)

a) Uma representacdo em variaveis de estado para G(z).
b) Assumindo que o sistema estd inicialmente em repouso (x(O)zO) e que ¢

aplicado um degrau unitario a entrada, os valores do estado ¢ da saida para as 4
primeiras amostras (x(k), y(k),k =1---4).

0
. . X(¢) = x(1)+ u(t) .
2.17 Considere o sistema 0 -1 10 . O sistema é amostrado
y()=[1 0]x(r)

com T=0.1 seg. Determine, analiticamente, as equagdes dinamicas discretas.
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3. Sistemas amostrados
3.1 No regulador discreto da figura as perturbagdes sdo dadas por d(k) = cos(k).

PO sz Y@

k@) | —()———
’ (z-1)(z-0.4)

Controlador l G(Z)

v

Seja k(z) = 0.3, calcular a saida em estado estacionario para as frequéncias:

w= O;a):i e a):—ﬂrad/s
4T

3.2 Seja o seguinte diagrama de blocos:

Modeloda : Modelodo . Modeloda . Plant
A/D . programa de | D/A :
.~ computador : |
SO _ JD*e L Gl1-e ™) G | .
S

a) Relacionar a entrada R* (s) com a saida Y* (s)

b) Supondo G(s) = a
]

e que o programa ¢ u(kT) = u(kT-T) + koe(kT), onde T ¢
+a

tal que e ™" = 0.5, obter H*.

33 Seja o seguinte diagrama de blocos:

R U U* Y(S)
(s) . ) (s) , U*(s) S
Calcule Y(S)*.
(s)

34 Seja o seguinte diagrama de blocos:



3.5

3.6

R(s)

3.7

Enunciados Controlo Digital

R(s) . U(s)/ U*(s) s Y(s)

M¥(s) \M
G2(s) ¢ ©) \ © Gi(s)

Y(s)*

A

Calcule

Seja o seguinte diagrama de blocos:

* C(s)
R(s) E_(s)/ E*(s) 55 ‘
H(S) <

Construir o grafo de fluxo de sinal amostrado, o grafo de fluxo de sinal
C*(s)

*(s)

expressoes de C* e E utilizando a formula de transmitancia de Mason..

equivalente e retire destes a funcdo de transferéncia . Obter as

Seja o seguinte diagrama de blocos:

* D*
E(s) E*(s) Do V% (s) 66

C(s)

Ga(s) .

Y(s)

Utilizando a formula de transmitancia de Mason determine as expressdes de
C*eC.

O diagrama de blocos de um sistema de controlo discreto esta representado na
figura seguinte. Considerando o intervalo de amostragem T=0.2 seg., o

) 1 o .
sistema G(s) = m e a entrada um degrau unitario, determine:
s+0.

a) A transformada de z da saida, C(z)
b) A resposta nos instantes de amostragem, c(kT)
c) O valor final da saida

)y + et e* c(t)
z.0.h. G(s)

—> > ;5
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Mostre como poderia construir um sinal com “oscilagdes escondidas”, mesmo
um sinal que cres¢a de modo instavel, mas que as suas amostras sejam nulas.
Em termos do plano s, onde deveriam estar localizados os poélos das
transformadas desses sinais?

A funcao de transferéncia de um filtro digital ¢
M(z) (2—0.99)(2—0.7)(2—0.5)
E(z)  (2-1)(z-0.6)(z—0.4)

como a série de 3 modulos.

D(z)= O filtro devera ser realizado

Desenhe um diagrama de simulagdo, usando apenas trés atrasos.
Admita que x,[k], x,[k] e x;[k] sdo as varidveis de estado, correpondentes aos

valores armazenados em cada um dos atrasos. Escreva as equagdes de diferenga
deste filtro em termos das variaveis de estado e da entrada.

Utilizando a férmula de Mason, verifique que a estrutura implementada em a) tem
a funcdo de transferéncia original.

Considere o processo com funcdo de transferéncia G(s)=m.
s+1)(s+

Assumindo um sample-and-hold a entrada, determine G *(s).

Considere o sistema da figura seguinte. Utilizando a férmula de Mason,
determine C(s) e C*(s).
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R(s) C(s)

@ p GE) >

HI(S >
\

Hz(S — e—rs <— D(Z) = N\

1

3.12 Considere o seguinte diagrama de blocos, onde Gl(s)=ﬁ,
s(s+

G,(s) = 2 H(s)= 10 e T =0.1s . Considere que cada amostrador pode

9
s+2 s+10
ser considerado um amostrador ideal em série com um circuito de ZOH.

R(s) . . C(s)

@ | GO () GO >

\—H(s ]

a) Determine o grafo de fluxo de sinal composto do sistema

*
b) Utilizando a regra de Mason, determine a funcao de transferéncia i*—ES; e C(s)
s
C(z2)

R(z)

¢) Determine explicitamente

4. Equivalentes discretos de fungdoes de transferéncia
continuas

4.1 Obter o filtro digital equivalente Gp(z) para o filtro analdgico dado pela
equacado diferencial:

yt+ay+a,y=x

pelo método de:
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a) Forward aproximation
b) Backward aproximation

4.2 Desenhar um filtro digital passa-baixo que tem caracteristicas de resposta na
frequéncia similares as do seguinte filtro analogico:

a

G(s) =
Ss+a

coma =0 e ms = 10 rad/s, na regido de frequéncia 0 < ® < 10 rad/s. Considere o
periodo de amostragem T = 0.2 seg.

a) Pela transformacgao bilinear, trapezoidal ou de Tuilsen.
b) Pela transformacao bilinear com pre-warping.

4.3 Considere o sistema de controlo continuo:
r(t) c(t)

+ Ge() oo,

s(s+2)

onde a relacdo de amortecimento do par de pdlos dominantes ¢ & = 0.5, o tempo

. , 4 . . S
de estabelecimento ¢ T, :(:— =2seg, a frequéncia natural ndo amortecida ¢ m,
©

n

=4 rad/s e resposta do sistema ao degrau tem uma sobreelevacao de 16.3%.

a) Desenhar um sistema de controlo discreto equivalente para baixas frequéncias.
b) Comparar as constantes de erro estatico para o sistema analdgico e para o sistema
digital.

4.4 Para o sistema com funcdo de transferéncia G(s)= (1 10 ) (1 5 ),
+10s +28

assumindo um tempo de amostragem de 1 segundo:

a) Determine o seu equivalente discreto, assumindo um zero-order-hold a entrada.

b) Determine o seu equivalente discreto, através de mapeamento de polos e zeros.

c) Determine o seu equivalente discreto, através da transformacgdo bilinear, com
prewarping, para a frequéncia de 1 rad/s.

d) Utilizando um método a sua escolha (indique-o0), determine as equagdes dindmicas
discretas do sistema

4.5 Considere o controlador PID na sua forma de posicao:

de(t)

i 0

m(t) = /{e(t) + Ti j e()dt+T,
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a) Determine a funcdo de transferéncia discreta do controlador, usando para o
termo integral a regra trapezoidal e para o termo derivativo a forma de Euler
(forward rule).

b) Assuma agora que o PID discreto ¢ usado na seguinte malha de controlo, onde

. .y C
G(s)= . Determine a fung¢do de transferéncia discreta ﬂ
s(s+1) R(2)
I‘(t) C(t)
2® drereto 0. )

5. Projecto de sistemas de controlo digital usando o método
das transformadas

5.1 Seja o sistema

1
G(s) = e Desenhar o lugar das raizes no plano z para os periodos de amostragem
s

T=0.5seg; T=1segeT=2 seg. Determinar o valor critico de k. para cada caso.

t T e OO Gy(s) o
C
i Jeor e 1-e ™ G(s)
> > >
k@1 s Ce)

5.2 Desenhar o lugar das raizes no plano z para o sistema:

5T G(s)
1(t) 0
+ _._> 1_ e—Ts R k .
R(z) %- s S6+D | | c)

Onde o periodo de amostragem ¢ T = 1 seg. Calcular o valor do ganho no limiar da
estabilidade.

53 Considere o seguinte sistema de controlo digital:
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T G(s)

r(t) c(t)
+ Gp (2) l—e ™™ )

Re- T Ls ]| e

A 4
(¢]

o
v

Onde a plant € de primeira ordem e tem um tempo de atraso de 2 segundos. O
periodo de amostragem ¢ T = 1segundo.

Desenhar um controlador P. I. Digital tal que os p6los dominantes em malha
fechada tenham uma relagdo de amortecimento § = 0.5 ¢ o numero de
amostragens por ciclo de oscilacdo sinusoidal amortecida seja 10.

Obter a resposta do sistema a uma entrada em degrau unitario, a constante de
erro de velocidade estatica k, e calcular o erro em regime estacionario na
resposta a uma entrada em rampa unitaria.

5.4  Considere o seguinte sistema de controlo digital:

T G(s)
r(t) c(t)

+ H 1
—®Controlador 'l Z.O.H.

R(z) ] Digital s(s+1)

A 4
v

C(2)

Onde o periodo de amostragem ¢ T = 1segundo.
Deseja-se desenhar um controlador P. I. Digital tal que os polos dominantes
em malha fechada tenham uma relagdo de amortecimento £ = 0.5 € o numero
de amostragens por ciclo de oscilacdo sinusoidal amortecida seja 8.
Usando o método do lugar das raizes no plano z, determinar a funcdo de
transferéncia do controlador digital, admitindo um controlador do tipo
G, (7)= z+o

z+p
Obter a resposta do sistema desenhado a uma entrada em degrau unitario e a
constante de erro de velocidade estatica k.

5.5  Considere o problema de posicionamento da antena. O processo ¢ descrito por

+0.
G(z)= 0.048& , aum periodo de amostragem de 1 seg. Pretende-
(z-1)(z-0.9)

se determinar um controlador digital que faga com que a polinomial

caracteristica em malha fechada seja de z>—0.79z+0.37, e que tenha uma
constante de erro de velocidade de 1.

a) Projecte o controlador usando o método de Ragazzinni

10
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b) Inspeccione o sinal de controlo. Como pode evitar o problema inerente a este
sinal?

0.005(z+0.97)

(Z—l)(z—0.9) ’

com T=0.1s, num sistema em malha fechada com realimenta¢do unitaria

5.6  Considere o processo com fungdo de transferéncia G(z)=

negativa.
a) Determine se o sistema em malha fechada ¢ estavel, utilizando a transformada de
w.
b) Determine as margens de ganho e¢ de fase para esse sistema, e as respectivas
frequéncias.

5.7 Considere o mesmo sistema do problema anterior. Admita que as
especificagdes de projecto para esse sistema impliquem que se pretende uma
resposta ao degrau com amortecimento critico, € uma constante de tempo de
0.59s.

a) Prove que tal ndo ¢ possivel apenas com variagao de ganho.
b) Utilize um compensador atraso para conseguir estas epecificacdes

5.8  Considere o sistema de posicionamento da antena utilizado na disciplina.
Sabe-se que a sua transformada de z com T=1 seg, ¢

z+0.97
G =008 09)
.

k Ze , utilizando a transformada de w, de tal modo que k,=1, a margem de
zZ=p,
fase seja aproximadamente de 50° em v=1.

. Pretende-se deteminar um compensador do tipo

Nota: use a tabela de transformadas fornecida.

5.9  Considere o problema de controlo do satélite utilizado durante a disciplina.
Utilizando o método de Ragazzinni, foi desenhado um controlador que satisfaz
as seguintes especificagoes:

e Assumindo um periodo de amostragem de 1seg, os pdlos do sistema em malha
fechada satisfazem a polinomial caracteristica z* —=0.79z+0.37 =0
e Tem uma constante de erro de velocidade k, =1.

. +0.97
A funcdo de transferéncia do processo ¢ G(z) = O.OSZ—, a funcao de
(z - 1) (z - 0.9)
0.63z-0.05

transferéncia do sistema em malha fechada ¢ H(z)=—;
z"-=0.792+0.37

(z-0.9)(z-0.08)
(z+0.97)(z-0.42)
Apo6s simulacdo numérica do sistema, verificou-se que a resposta do sistema nos

instantes de amostragem comportava-se de acordo com H(z), mas o sinal de
controlo oscilava significativamente entre os instantes de amostragem.

compensador projectado foi: D(z) =13

a) Explique, justificando, as oscilacdes existentes no sinal de controlo;

11
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b) Explique, justificando, como poderia resolver este problema, por aplicacdo do
método de Ragazzinni.

6. Projecto de Controladores usando o método de espago de
estados

6.1 Considere o problema de posicionamento do satélite seguido durante as aulas.

Para este problema, foi determinado que
2
1T L .
o= 0 1’ r= 2, C:[l O]. Considere agora que um atraso
T

correspondente a 1 periodo de amostragem deve ser inserido entre a saida do
sistema e a medida dessa saida disponivel para o computador. Vamos projectar
um controlador (lei de controlo + observador) para esse sistema.

a) Nas condi¢des acima enunciadas, determine as novas equagdes dindmicas.
b) Determine o vector de ganhos k para z,,, =0.8+;0.25, 0.

¢) Determine se o sistema ¢ observavel.
d) Determine L, para z,,, =0.4+j0.4, 0

e) Determine L para z,,, =0.4+j0.4, 0

1 0.095 0.005
x[k + 1] = x[k] +
0 09 0.095 |, T=0.1s.

y[k]=[1 0]x[#]

a) Utilizando realimentagdo de varidveis de estado, determine o vector de ganhos
que gere uma polinomial caracteritica do sistema em malha fechada
A=z>-1.776z+0.819

b) Determine um observador predictivo cuja equagdo caracteristica seja
A=z"-1.6382+0.671

c) Considere agora que adiciona uma referéncia ao sistema obtido pelas alineas a) e
b). Admitindo que pretende uma saida com erro nulo para uma entrada em degrau,

desenhe a estrutura completa do seu sistema em malha fechada, determinando os
valores numéricos para cada bloco.

6.2 Considere o sistema

12
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5.5 Meétodos analiticos de projecto

Este método ndo tem equivaléncia no dominio continuo. Assume-se neste método que
jé se dispoe de um G(z), e que pretendemos construir uma func¢ao de transferéncia em
malha fechada, H(z), O trabalho de projecto ¢ determinar um compensador, D(z), que
arealize. A fungdo de transferéncia em malha fechada ¢ dada por:

__D(2)G(2)
(5.60.)H(z) = DG
O compensador D(z) ¢ dado por:

66LHX@=E%5T¥§%S

Através da eq anterior vemos que o compensador cancela os efeitos do processo

(factor , € que ird adicionar a necessaria dinamica para implementar H(z). O

z

problema consiste em determinar as restricdes que H(z) deve satisfazer de tal modo
que nao seja pedido o impossivel ao compensador.

Vejamos primeiro restrigdes de causalidade. Se D(z) for causal, a sua fun¢do de
transferéncia nao pode tender para o quando z — oo, isto ¢, D(z) ndo pode ter um
polo em oo. Atentando na tltima eq., se G(z) tiver um zero em oo, entdo D(z) teria
que ter um polo em o, a ndo ser que o zero de G(z) seja cancelado por H(z). Assim,

para que D(z) seja causal, temos que:

H(z) deve ter um zero em o da mesma ordem que o zero de G(z) em o

Esta restricdo tem uma interpretagdo elementar no dominio dos tempos. G(z) tem pelo
menos 1 zero em o dado que a resposta pulsada do processo tem um atrazo de um
instante de amostragem. Se houver adicionalmente tempo de atraso, este numero
atrasado de instantes de amostragem aumenta. E légico que para a funcio de
transferéncia em malha fechada este atrazo dever-se-4 manifestar.

Consideremos agora restrigdes de estabilidade. A polinomial caracteristica do sistema
é:

(5.62.)1+G(z)D(z) = 0

5-28
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Seja G =b(z)/a(z) e D(z) =c(z)/d(z). Vamos admitir que existe um factor comum
em DG, como acontece varias vezes quando um poélo de G(z) ¢ cancelado por um zero
de D(z). Vamos admitir que esse factor ¢ z—a, um po6lo de G(z). Podemos assim
escrever a(z)= (z —O()é(z) e, para canceld-lo, temos c(z)= (z —0()6(2) . Entao,

temos:
(5.63.)(z— a)a(z)d(z) + b(z)(z - &) &(z) = (z — a)[ad + bc]

Assim, o factor comum ¢ também um factor comum da polinomial caracteristica. Se
este factor € instavel, entdo o sistema ¢ instavel.
Se D(z) ndo cancelar um polo de G(z), entdao esse factor de G(z) deve ser um zero de

1-H(z). Do mesmo modo, se D(z) ndo cancelar um zero de G(z), entdo este factor

devera ser um zero de H(z).

1-H(z) deve conter como zeros todos os polos de G(z) que estdo fora do
circulo unitario
H(z) deve conter como zeros todos os zeros de G(z) fora do circulo

unitario.

Vamos considerar finalmente restricdes de erro em regime estacionario. O sinal de

erro ¢ dado por:
(5.64.)E(z) = R(z) —C(z) = R(z) ~H(z)R(z) = R(z) (1 - H(2)).
Se o sistema for de tipo 1 com constante de erro de velocidade k , devemos ter erro

em regime estaciondrio nulo para uma entrada em degrau e um erro de 1/k_ para uma

entrada em rampa unitaria.

Para a entrada em degrau, temos:
(5.65.)¢(e0) = lim (2 - 1)%(1 ~H(z)) = limz(1 ~H(2)) = 0
Z- 7 — Z—

Entdo, para que o sistema tenha um erro nulo a uma entrada em degrau, o sistema em

malha fechada deve respeitar:

(5.66)H(1) =1
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Para ser satisfeita a restri¢do relativa ao erro a uma rampa, temos:

Tz

(5.67.)e(w) =lim(z 1) (1-H(z)) = limT—Zl(l -H(z)) = ki
z-1 z-1 7 — y

z-1)

Por causa da restri¢ao (5.66) , o limite é indeterminado e deve ser levantado com a

regra de ’Hopital. Assim, temos:

s68)-t9H - L
dz k

z=1 v

Exemplo:

Consideremos o mesmo exemplo de posicionamento da antena. Em termos de tempo

1 +
. D(s)=los 1
s(10s +1) s+1

continuo, G(s) = . Entdo a polinomial caracteristica do

sistema continuo em malha fechada é:

(5.69)1+GD =Num 1+ =s’+s+1

1
S (s + 1)
Com um intervalo de amostragem de T=1sec, temos a equacao caracteristica em z:
(5.70.)z" —0.782+0.36 =0

O processo discreto tem a fun¢do de transferéncia:
z+0.96
(z-1)(z-0.9)

Pretende-se entdo projectar um D(z) de tal modo que o sistema em malha fechada

G(z) = 0.048

tenha as raizes da polinomial caracteristica (5.70), mais p6los adicionais em z=0, se
necessario, e tenha k,=1.

A forma da f.t. em malha fechada ¢ entdo:

b, +b,z” +---
1-0.78z"" +0.36z

(5.71.)H(z) =

Para satisfazer a restricao de causalidade, como G(z) tem um zero de ordem 1 para oo,

entao

(5.72.)b, =0.
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Como G(z) n3o tem singularidades fora do circulo unitdrio, entdo vamo-nos
concentrar nas restricdes de erro em regime estacionario.
Para uma entrada em degrau, temos que H(1)=1. Isto implica que:

b, +

573)HQ) =——F++——=1
( JHD) 1-0.78+0.36

Temos entdo que:

(5.74)b, +b, =1-0.78+0.36 = 0.58

Note que so iremos precisar de 2 elementos de b pois s6 temos 2 equagdes a
satisfazer.
Relativamente a entrada em degrau, dado que T=1=k,, podemos utilizar a derivada

. -1
relativamente a z~ e:

dH| _ dH| _0.58(b,+2b,)-0.58(-0.78+0.36*2)
zl dzan 0.58’

z7'=l

(5.75)1=

2=l
A tultima equagdo da-nos que:
(5.76.)b, +2b, =0.53

A solugao de (5.74) e (5.75) é:

(5.77.)b, = 0.63;b, =0.05
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4. Equivalentes discretos de funcoes de transferéncia

continuas

Neste capitulo assumiremos que o controlador foi projectado utilizando técnicas
continuas, € que pretendemos, mantendo as suas caracteristicas, implementa-lo num
computador. Este tipo de projecto, onde o controlador ¢ desenhado em continuo, e
posteriormente calculado o seu equivalente discreto, ¢ chamado de emulagdo.

O problema essencial neste capitulo ¢, dado uma funcdo de transferéncia H(s),
pretendemos determinar uma funcao de transferéncia H(z), com aproximadamente as
mesmas caracteristicas.

Iremos abordar trés possibilidades: Integragdo numérica, mapeamento de pdlos-zeros

e equivalentes de /old.

4.1 Equivalentes discretos por integragdo numérica

Nesta disciplina iremos apenas abordar métodos simples de integragdo numérica, com
passo constante. O problema fundamental ¢, dado uma fungdo de transferéncia
expressa em termos de uma equagdo diferencial, determinar uma equacgdo diferenga

cuja solugdo seja uma aproximac¢do da solugdo da equacdo diferencial. Consideremos

o sistema:
41)29 _ py(g)= 2
(4. ')E(s)_ (S)_s+a’

equivalente a equagao diferencial:

(42)0+au=ae

Se escrevermos (4.2.) em forma integral, temos:

u(t) = ”— au(t) + ae(r)]dr,

kT-T

@3)u(kT) = [[-au(t) +ae(v)]de + [[-au(x) +ae(v)]dr =

=u(kT-T)+ “— au(t) + ae(t)]dt

kT-T
O nosso problema centra-se agora em como calcular este ultimo integral. Uma
hipdtese é considerar a area representada pelo integral como a area de um rectangulo ,

de kT-T a kT, e assumindo como amplitude o integrando no instante kT-T:
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iy (kT) = u, (kT — T) + T{~ au, (kKT — T) + ae(kT - T)} =
=({-aT)u,(kT-T)+ aTe(kT - T)

Esta primeira aproximagdo ¢ conhecida como formula rectangular para a frente

(forward rectangular rule), ou formula de Euler.

A fungdo de transferéncia correspondente a (4.4.) é:

. aTzt
=y

45) 4

z—1
—*a

Uma outra possivel aproximagdo para o integral em (4.3.) consiste em utilizar um
rectangulo, neste caso com amplitude correspondente ao valor do integrando para
t=kT. Neste caso, como ‘“construimos” o rectangulo para tras, esta aproximacao

denomina-se de formula rectangular para tras (backward rectangular rule):

u, (kT) =u, (kT = T) + T{ —au, (kT) + ac(kT)} =
(4.6) u, (KT-T) + 2T r ;
ST rar Tear oD

cuja funcdo de transferéncia discreta ¢:

H.(z)= aT 1 B
B AT 12 /(1+aT)
(4.7.)_ a
z-1
+a
Tz

A tltima hipdtese que iremos abordar ¢ aproximar a area por um trapézio, que € a
média dos rectangulos atrds considerados. Por esta razdo, esta aproximagdo ¢

conhecida por trapezoidal, de Tustin, ou bilinear.

u,(kT) =u,(kT-T)+ %{ —au, (kT - T) +ae(kT - T) —au, (kT) + ae(kT)} =
(4.8.)

:(1—(aT/2) aT/2

a2 T 7D

+(T/2)(e(kT - T) + e(kT))

A funcao de transferéncia correspondente é:
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aT(z+1)
HT(Z): =
(2+aT)z+aT -2
(4.9.)
S 2z-1
— +a
Tz+1

Podemos apresentar os resultados obtidos em forma de tabela:

Método Transformac¢ao | Transformacio
directa inversa
Forward rule z—1 z—>1+Ts
S—
T
Backward rule z—1 1
sS— zZ—>
Tz 1-Ts
Trapezoid rule 2z-1 1+ Ts/2
s> =
Tz+1 1-Ts/2

Tabela 1 - Aproximacdes usadas para integracio numérica

Para se conseguir entdo um equivalente discreto de uma funcdo de transferéncia
continua, susbtitui-se a variavel s pela aproximagao correspondente.

Cada uma destas aproximacdes pode-se visualizar como um mapeamento do plano s
para o plano z. Vamos interpretar estas transformacdes graficamente. Para isso, vamos
determinar a forma geométrica em que o eixo jw, e o semi-plano esquerdo, do plano s
¢ transformado por cada uma das aproximagdes, socorrendo-nos da tltima coluna da

tabela 1.

v

i =
NI, /

a) b) ©)

Figura 1 - Transformacao do semi-plano esquerdo do plano s para o plano z

através das regras de integracio da Tabela 1

Vemos assim que a forward rule pode transformar um filtro continuo estdvel num

filtro discreto instavel. A transformagao bilinear transforma o semi-plano esquerdo do
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plano s (a zona estavel) no circulo unitdrio do plano z (também a zona estavel).
Obviamente existe uma grande distor¢do nesta transformacdao, que pode ser
compensada, estendendo a regra de Tustin do seguinte modo:

Para uma fung¢do de transferéncia do tipo:
a
(4.10.)H(s)=——
s+a

1
a frequéncia de corte (w:|H(jw)|2 =5) ¢ w=a. Se discretizarmos esta funcido de

transferéncia utilizando o método de Tustin, teremos:

@I H (D) =5

— +
Tz+1 a

Para determinar a sua frequéncia de corte, convém manipular a expressao anterior:

. a a
HT(eJ T): 3 oM _q = 5 QW2 _ o -wT/2 =
w12 ?eij 41 +a ?eij/z + oV +a
2. .
2 " (WT)
- — | +
T’] an| ) a

O quadrado da amplitude serd igual a 2 quando:

2 WlT
—tan| —— |=a, ou,
T 2

w,T) aT
(4.13.)tan N

2
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Esta tltima equagao ilustra a distor¢do provocada pela transformacao bilinear. S6 nao
havera grande distor¢do, em relacdo a frequéncia de corte, quando

tan(al /2)~=aTl /2, ie. quando w_ =2n/T>>a, ou, por outras palavras, a

frequéncia de amostragem for muito maior que a frequéncia de corte desejada.

Para corrigir este problema, podemos distorcer previamente a frequéncia de corte da
f.t. continua, de modo a que a discretizacdo coloque a frequéncia de corte na
localizagao pretendida. Esta técnica, em inglés, chama-se prewarping, e esta
aproximacdo ¢ conhecida como de Tustin, ou bilinear, com prewarping. Os passos

sd0 entao os seguintes:

1. Escreva a funcdo de transferéncia em s em termos de s/w;, com w; a

frequéncia de corte desejada. Designemos esta expressao por H(s/wy).

2. Substitua-se w; na ultima expressao por a, tal que:
2 w, T ) )
a= ¥tan ) Ficamos assim com H(s/a).
3. Substitua-se s por:
2z-1 : . L :
s= T7o1 em H(s/a). O equivalente discreto esta assim obtido, assegurando que a
z

frequéncia de corte do filtro continuo e discreto ¢ a mesma.

4.2 Equivalentes discretos por integragdo numeérica para

espaco de estados

As formulas atras introduzidas sdo particularmente uteis para modelos em espago de

estados. Vamos supor que temos um sistema:

X = Ax + Be
(4.14.)
u=Cx+ De

A transformada de Laplace deste sistema é:

sX(s) = AX(s) + BE(s)
(4.15. U(s) = CX(s) + DE(s)

Substitui-se agora s pela expressao correspondente a cada método.
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421 Forward rule

Para a forward rule, temos:

z-1
(4.16.) T
U(s) = CX(s) + DE(s)

X(s) = AX(s) + BE(s)

No tempo, este sistema de equacdes pode ser representado como:

— x[k] = TAx[k] + TBe[k]
=(I-TA)x[k] + TBe[k]

4.2.2 Backward rule

Para este método, a eq. (4.15.) fica:

z—1
—X(s) = AX(s) + BE(s
(4.18.) Tz ) ) )

U(s) = CX(s) + DE(s)
e no dominio dos tempos:
(4.19.)x[k +1] —=x[k] = TAx[k + 1] + TBe[k + 1]
Na ultima eq. temos varios termos em k+1. Agrupando-os todos do lado esquerdo, e
definindo um novo vector de estado, w[k], temos:

I-AT)x|k+1|-TBe|k+1|=x|k

420 (1 ATIR L] TBefi s 1] =x(4]
Zw [k + 1]

Resolvendo esta equacdo em relacdo a x, temos:
(421)x=(I- AT)'w+(I- AT) ' TBe
Igualando (4.20.) e (4.21.), temos:

(4.22)wlk + 1] =(I- AT) 'w[k] + (I - AT) ' TBe[K]

e a equacgdo de saida deve ser reformulada em termos de w[k]:

(4.23.)u[k] = C(1- AT) ' w[k] + {D + C(1- AT) " TB}e[K]
Estas duas ultimas equacdes constituem a descricdo em espaco de estados do

equivalente obtido pela backward rule.
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4.2.3 Regra de Tustin
A eq. (4.15.) fica assim:

20z-1)
T(z+1)

X(s) = AX(s) + BE(s)

AT BT
4.24)(z-1HX = T(Z + DX+ 7(2 +1)E
U(s) = CX(s) + DE(s)
No dominio dos tempos a equagdo de estados fica:
AT BT
(4.25)x[k + 1] - x[k] = T(X[k + 1]+ x[k]) + T(e[k +1] + ¢[k])

Do mesmo modo que no ultimo método, agrupam-se os termos em k+1 do lado

esquerdo:
AT BT AT BT
(I - —jx[k + 1] - —e[k + 1] = (I + —)x[k] + —e[k]
(4.26.) 2 2 2 2
2 JTwlk +1]
Com esta definicao de w, o vector x aparece-nos como:
AT BT
I-— |x=~Tw+ 76
(4.27.) B B
(1 AT) JTw + (1 AT) BT
x=|1-— w -— —e
2 2 2

Se substituirmos (4.27.) em (4.26.), apds alguns calculos, obteremos:

AT AT)™ AT)™
(4.28)w[k +1] = (I + 7)([ — 7) wlk] + (I - 7) Bﬁe[k]
Substituindo (4.27.) na equagao de saida em (4.24.), temos:

AT)™ AT\ BT
(4.29)uk] = ﬁC(I - 7) wlk] + {D + C(I - 7} 7}6[1{]
Estes resultados podem ser apresentados numa tabela para uma mais facil referéncia.

Vamos supor que o sistema discreto ¢ representado por:

wlk + 1] = ®w[k] + T'e[k]

(439 1] = Bw[K] + JdK]
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Forward Backward Bilinear
® | (I+AT) (I+AT)! (I+AT/2) (I-AT/2)"!
r BT (I-AT)'BT (I-AT/2) ' BT
H C(I-AT)" JT CI-AT/2)"
J D D+C(I-AT)'BT | D+ C(I-AT/2)'BT/2

Tabela 2 - Matrizes das equac¢des dinamicas discretas obtidas por diferentes

Pprocessos

4.3 Equivalentes discretos por mapeamento de pdlos-zeros

J& sabemos que na transformada de z das amostras de um sinal continuo e(t), os pdlos
da funcdo de transferéncia discreta E(z) estdo relacionados com os polos de E(s) pela
relagdo: z=¢*'. Sabemos no entanto que tal relagio ndo ¢ aplicada aos zeros. Todavia

neste método esta extrapolagdo € feita. As regras para obtencdo deste equivalente sdo:

1. Todos os pélos em s sdo transformados em z=¢*".

2. Todos os zeros finitos sio mapeados em z=¢"'.

3. Todos os zeros em s=o0, excepto 1, sio mapeados em z=-1. Isto implica que
existe, nesse caso, um atraso de 1 amostra.

4. O ganho da func¢do de transferéncia digital ¢ seleccionado de modo a igualar o
ganho para a fun¢do de transferéncia continua, para uma determinada frequéncia

de interesse. Na maioria dos casos, ¢ o ganho DC o ganho de interesse, e:

(4.31.)H(s)

=0 sz (Z)‘ =1

4.4 Equivalentes de hold

Para esta técnica, o problema ¢é o seguinte: pretendemos projectar um sistema discreto
Hii(z) que, tendo como entrada as amostras de um sinal continuo e(t), tenha uma saida
que aproxima a saida do sistema continuo H(s) cuja entrada ¢ o sinal continuo e(t).
Iremos desenhar este equivalente discreto através de, primeiramente, aproximar e(t)
através das amostras e[k], obtendo assim um sinal aproximado é(t), e seguidamente

passar este sinal por H(s).

e(t)

—»|

u(t)

—»

H(s)

4-8



Controlo Digital Antonio Ruano 1997/98

\ Hho(z) /

Figura 2 — Construcio para equivalentes de hold

Geramos entdo o equivalente de hold primeiramente aproximando e(t) através das

amostras e[k], gerando assim &(t), e depois passando este sinal por H(s). Obviamente
que para conseguir €(t) utilizamos as técnicas de reconstrucdo de sinais introduzidas

no capitulo anterior, isto ¢, utilizando um zero-order-hold, ou um first-order-hold, ou,

como veremos seguidamente, de um hold triangular.

4.4.1 Equivalente de zero-order-hold

Esta situagdo ja foi tratada na seccao 2.5. Assim sendo, o equivalente de um retentor

de topo plano é:

(4.32.)Hpo(2) = (1 77! )z{@}

S

4.4.2 Equivalente de triangule-hold

Imaginemos que temos um sistema com resposta impulsional ndo-causal, conforme o

desenhado na figura seguinte:

e(t) Amostrador cfkl R

e(t u(t uf k
Hold e(/S\H(s) u) .| Amostrador u[ ]

AN

-T T

Figura 3 — Resposta impulsional de um retentor triangular
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O efeito deste filtro ¢ extrapolar as amostras, de modo a ligar amostra a amostra por
uma linha recta. O sistema continuo € nao-causal, todavia o sistema discreto ndo o é.
A transformada de Laplace do filtro é:

eT

S_24e 1

T52

O equivalente discreto correspondente a (4.32.) ¢é:

(4.33.)

Z sz

2
(4.34)H,;(2) = (z ; 1) Z{H(S)}
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3. Sistemas amostrados

3.1 Introdugao

O uso de computadores para o calculo da accdo de controlo de um sistema continuo
introduz a operacdo fundamental de amostragem. As amostras sao tiradas de sinais
continuos, normalmente provenientes de sensores, digitalizadas, e processadas
posteriormente no computador de modo a determinar-se a versdo digital do sinal de
controlo. Este valor digital é em seguida reconvertido para um sinal analdgico,
continuo no tempo, e aplicado ao processo.

Neste capitulo estaremos interessados em analisar este sistema misto (discreto e
continuo) sob o ponto de vista do processo a controlar. Assim sendo, no nosso
sistema, estaremos interessados em cortar o ciclo de controlo no lado analdgico, por
exemplo, no ramo correspondente a u(t), conforme se representa na fig. 1.

r[kT]  elKT] u[KT] u(t) y(t)
Computador D/A ,{/ » Plant

y

v

A/D |

y[kT]

Fig. 1- Diagrama esquematico de um sistema de controlo computorizado

3.2 Analise de um amostrador de topo plano (sample and hold)

Para obter amostras de um sinal fisico, tipicamente temos um sensor, que transforma a
variavel fisica que pretendemos medir numa voltagem proporcional a amplitude que
pretendemos medir, € em seguida um circuito de conversdo analdgica-digital (A/D ou
ADC), que converte a voltagem numa palavra digital.

A operagao do conversor A/D pode dividir-se em 3 partes:
1. primeiramente uma operacdao de amostragem,
2. seguida de uma operagdo de hold, em que a saida ¢ mantida a um valor fixo;

3. enquanto esse valor ¢ mantido fixo, executa-se a conversao desse valor para uma
palavra digital, de acordo com o codigo e resolug¢ao apropriados.

A parte 3 consome a maior parte do tempo. Como um exemplo, o tempo de conversao
da ADC Brown 803 ¢ de 1.5 us com uma resolugdo de 12 bits. O circuito de hold tem
assim de ‘segurar’ a voltagem pelo menos durante esse tempo de conversao.

Sob o ponto de vista de tratamento matematico, € conveniente separar as operagoes de
amostragem e de hold, e trata-las cada uma separadamente.
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Relativamente a parte de amostragem, dado que essa operacdo demora um tempo
finito, o0 modelo matematico mais correcto para tratar este problema € o modelo de
modulagdo. Neste modelo, o sinal continuo ¢ convertido num sinal modulado por
pulsos com a duracao do tempo de amostragem.

Lananan

, Modulador de
amplitude

Fig. 2 - Amostrador como um modulador de pulsos

Matematicamente, a saida do amostrador pode representar-se como:
(3.1) £, (t) = £().p(t)

onde p(t) ¢ um trem de pulsos de duragdo p segundos:
(3.2)p(t) = Z[u(t - kT) —u(t—kT - p)], p<T
0

Se a seguir a esse amostrador colocassemos um circuito de hold, teriamos a seguinte
figura:
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1.4

Fig. 3 - Saida de um amostrador ndo ideal, seguido de um circuito de hold

O tratamento matematico utilizando o modelo de modula¢do por pulsos torna-se
complicado. O leitor mais interessado pode encontra-lo nas referéncias especificadas’
no inicio.

LU

) Modulador de L
amplitude

Fig. 4 - Amostrador como um modulador de impulsos

Como normalmente p<<T, ¢ costume aproximar-se o pulso por um impulso,
utilizando assim o modelo de modulagdo de impulsos para o amostrador ideal:

"'Veja o cap. 2.7 de Digital Control Systems, de B. Kuo
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Matematicamente, a saida do amostrador ideal pode representar-se como:

(33)f5 (0 =F(0).p5 (1)

onde pg(t) ¢ um trem de impulsos:

(3.4)p(t) =Y 3(t — kT)
0

Se a seguir a esse amostrador colocdssemos um circuito de hold, teriamos a seguinte
figura:

1.4

-

Fig. 5 - Saida de um amostrador ideal, seguido de um circuito de hold

A fig. 6 ilustra as diferengas obtidas na saida de um circuito de hold, considerando o
amostrador ideal (.) e um amostrador nao ideal (-.).
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Fig. 6 - Saida de dois tipos de amostradores, seguidos de um circuito de hold

Se estendermos a operacdo de amostragem ideal de -0 a +oo, a eq. (3) transforma-se
em:

~+00
(3.5)f7(t) = S £(t)3(t — kT)
A sua transformada de Laplace é:
% +00
(3.6)F (s) = Y f(kT)e kT

Tendo uma descri¢do matematica do amostrador ideal, precisamos agora de uma
descrigao do circuito de hold. Este circuito mantém o valor da saida constante até um
novo instante de amostragem. Assim, a saida do circuito de hold, fi(t), €:

(3.7)f,(t) = f(KT), kT <t<(k+1T

Dado que a operagdo deste circuito pode ser encarada como uma aproximagao
polinomial das amostras, neste caso existindo nessa aproximag¢do apenas o termo de
ordem 0, este circuito chama-se de zero-order-hold (zoh).

A sua resposta a um impulso unitario é:
(3.8.) fi,(t) = u(t) — u(t — kT)
e portanto a sua f.t. ¢:

—Ts
(3.9.) Zoh(s) = - =¢
S
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Entdo o circuito de conversao analogica-digital, assumindo um amostrador ideal, pode
ser representado pela figura seguinte:

f(t) PO o LB

Fig. 7 - Representagao esquematica de um amostrador de topo plano

3.3 Espectro de um sinal amostrado

Podemos aprofundar a analise do processo de amostragem pela representacdo de f*(t)
em transformadas de Fourier. De (3.5.), vemos que o sinal amostrado ¢ um produto do
sinal continuo por um trem de impulsos, com periodo T. Dado que este trem de
impulsos ¢ periddico, admite uma representacao em série de Fourier:

(3.10.) p(t) = +zoozs(t ~KkT) = +fcneJ'<2ﬂn/T)t

—0

onde os coeficientes da série exponencial de Fourier, C,, sdo dados por:

T
2 4w ,
(3.11)C, :% P Sa(i—kmye ey
T
2

n=-—0o

Dado que o unico impulso dentro dos limites de integra¢do ¢ o impulso na origem, e
utilizando as propriedades do Dirac, temos:

1
(3.12)C, = T
Entdo o trem de impulsos p(t) pode representar-se como:

+o0 |
(3.13.)p(t) :% 3 el2mt/T

n=-—0o

. A - 2 ..
Se definirmos a frequéncia de amostragem como wg = Tn° e se substituirmos (3.13.)

em (3.5.), e em seguida tirarmos a transformada de Laplace, ficamos com:
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*(s)=— j f(t) zeJnWt St =

—00 n=-—oo

0

z Jf(t) SJHW)

Nn=—00 —co

1 & .
=T ZF(S—_]HWS)

n=-—0o

1
3.14)=—
( T

Esta ultima expressao mostra que o espectro de f(t) € replicado um infinito nimero de
vezes, em valores multiplos de wg, e a sua amplitude ¢ diminuida do factor 1/T.

A fig. seguinte mostra o sinal continuo f(t) da fig. 2, e o seu espectro de amplitudes

02
0.2p 1
01p
L L L L L L L L L T L I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -4 3 2 1 0 1 2 3 4
t freq(Hz

Fig. 8 - Sinal continuo e espectro de amplitudes

Quando f(t) ¢ amostrado com uma frequéncia de amostragem de 6.7 Hz, obtemos o
sinal amostrado da fig. 9, com o correspondente espectro de amplitudes.

Fig. 9 - O sinal da fig. 8 amostrado com f;=6.7 Hz.
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0
-15 -1 10 15 25 2 15 1 05 0 05 1 15 2 25

JL

Fig. 10 - O sinal da fig. 8 amostrado com f;=1.675 Hz.

De salientar que, nesta aproximagao, a amplitude correspondente a frequéncia de 1
Hz, ¢ no caso de f=6.7 Hz, 0.0169, e para o caso de f=1.675 Hz, de 0.0312. Este
fenomeno ¢ conhecido por aliasing, € advém, por um lado, do sinal ndo ser limitado
na frequéncia, ¢ por outro lado, por a frequéncia de amostragem utilizada nao
respeitar o teorema de amostragem, ou teorema de Nyquist:

(3.15.) f, 221, »

sendo fi,x a frequéncia maxima do sinal f(t).

3.4 Reconstituicao do sinal

O teorema de amostragem diz-nos que € possivel reconstituir completamente um sinal
amostrado se o sinal for limitado na frequéncia e a amostragem respeitar o critério de
Nyquist. Neste capitulo vamos ver como ¢ possivel reconstitui-lo.

O espectro de um sinal continuo estd contido na parte de baixa frequéncia do espectro
do sinal amostrado. Entdo, se o sinal continuo fosse limitado em frequéncia, bastaria
filtrar o sinal continuo com um filtro passa-baixo ideal, e multiplicar a sua amplitude
por T. Ja sabemos que a esse extrapolador ideal corresponde uma resposta
impulsional:

(3.16.)r(t) = sin c(n?t)

O problema com este extrapolador ¢ a de que a sua resposta ndo ¢ causal. Em alguns
casos, este problema consegue tornear-se atrasando o filtro extrapolador. Em controlo
realimentado, como sabemos, o atraso normalmente traduz-se em instabilidade, e
portanto extrapoladores deste género ndo sao normalmente usados.

J4

O extrapolador mais utilizado ¢, sem duvida, o zero-order-hold, cuja fungdo de
transferéncia estd representada em (3.9.). A resposta na frequéncia do zoh pode ser
determinada, exprimindo (3.9.) em transformada de Fourier, e factorizando M2,
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2j _
Jw

IWT/2 _ —jwT/2
2j

Zoh(i _ —ij/Z(
3.17)°° (w)=e

= VT2 sinc(WT / 2)
O efeito de um zero-order-hold ¢ entdo introduzir um atraso de wT/2, e multiplicar a

amplitude por uma fun¢do com a amplitude de uma sinc. A fig. 11 ilustra o
comportamento do ganho e da fase de um zero-order-hold em fung¢ao da frequéncia.

ma
9
0.5
0 1 1
fas 0 5 10 15 20
e wT (rad/s)
(ra 0 .

d)

0 5 10 15 20
wT (rad/s)

Fig. 11 - Resposta na frequéncia de um zero-order-hold

Com este ultimo resultado, podemos fazer uma andlise completa da opera¢do do
circuito de sample-and-hold. Vamos admitir que a entrada ¢ uma sinusoide

T

31810 = ssin 100+

e que o intervalo de amostragem ¢ de T=0.05 seg. Analisando a fig. 12, vemos que a
saida do sample-and-hold ndo ¢ sinusoidal, embora a entrada o seja. Deste modo, ndo
¢ possivel descrever esta operagdo por uma funcao de transferéncia, pois, embora esta
operacado seja linear, ndo ¢ invariante no tempo. A saida do sample-and-hold contém
mais do que uma frequéncia, mas, em termos de aplica¢cdes de controlo, ¢ normal
considerarmos apenas a frequéncia fundamental, dado que a maior parte dos
processos tem uma caracteristica de filtro passa-baixo. As outras harmonicas do sinal
de saida s3o normalmente designadas por impostoras.
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Sin
ais

t

Fig. 12 - Grafico de f(t)=5 sin(10t+§) , amostrado com T=0.05s

Para fazer uma analise completa do sinal de saida, vamos comecar pelo espectro do
sinal de entrada. Neste caso, a sua transformada de Fourier é:

.TC .TT

(3.19.) F(jw) = 5| ¢ 36(w—10)+ e  38(w+10) .

isto €, consiste de 2 impulsos centrados em wy==10 rad/s.

Apobs a amostragem, o espectro de f*(t) consiste de réplicas de F(jw), espacadas de
ws=21/T rad/s, e com a sua amplitude diminuida de 1/T. Finalmente, passando f*(t)
pelo circuito de hold, o espectro de F*(jw) ¢ multiplicado pela fun¢do de transferéncia
do zero-order-hold. O espectro de amplitudes destes sinais esta representado na fig.
seguinte, onde, nas figs b) e ¢) o factor 1/T ndo foi considerado.
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15 ‘ 15

F( 1 \',ZV;(J

w)

05 / 05 -

(o]
o

0 10 20 0 10 20
wT wT

a) Espectro de f(t) b) Espectro de £*(t)

ma

o

o

o o

1T VRN

0 5 10 15 20
wT

fam I

c¢) Espectro de *p(t)

Fig. 13 - Espectros de varios sinais

Se pretendermos a melhor aproximacao de f; (t) utilizando apenas uma sinusoide,

precisamos apenas de considerar a 1 harmoénica de £*(t), que quando passa pelo zero-
order-hold, sofre a atenuagdo sinc(10T/2) e a desfasagem (-10T/2) correspondente a
essa frequéncia. Esta aproximacao encontra-se desenhada a tracejado na fig. 12.

3.5 First-order-hold

Como alternativa ao zero-order-hold, que como o nome indica se trata de um filtro
extrapolador de grau zero, podemos utilizar um extrapolador de 1* ordem, conhecido
por first-order-hold. Para determinar a sua fungdo de transferéncia, podemos,
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primeiramente, determinar a sua resposta impulsional, e seguidamente calcular a sua
transformada.

f{kT] - ] (k- 1)T] t

(3.20.) 1o (1) = f[KT] +

A sua resposta impulsional estd expressa na figura seguinte:

A
rﬁﬂﬂozao

v

Fig. 14 - Resposta impulsional de um zero-order-hold

Este sinal pode ser descrito analiticamente como:

(t-T)

321)r, = u() +%u(t) -2 Pu(t=T)=2u(t=T) +0_—T2T)u(t —2T)+u(t-2T)

f()=d(1)

A transformada de Laplace do sinal da fig. 14, e consequentemente a f. de transf. do
first-order-hold, € pois:

-Ts

jz(Terl)

(3.22.) FOH(s) = T(

A frequéncia de resposta de este dispositivo esta representado na fig. 15.
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ma
g 15 - 5
1 -
05 | R
0 ! I
fas 0 5 10 15 20
e wT (rad/s)
(ra 0
d)
5 L 4
10 - 4
15 b 4
-20 L L L
0 5 10 15 20
wT (rad/s)

Fig. 15 - Resposta na frequéncia de um first-order-hold

Conforme se pode verificar, comparando as figs. 15 e 11, o first-order-hold introduz
menos desfasagem para baixas frequéncias do que o zero-order-hold, mas apresenta
maiores distor¢des na amplitude. N3o existem vantagens concretas de um
extrapolador relativamente ao outro, ¢ dada a menor complexidade do zero-order-
hold, ¢ o mais utilizado na prética.

3.6 Analise de sistemas digitais realimentados

Para analisar um sistema realimentado que contenha um computador, precisamos de
calcular as transformadas dos véarios sinais de saida de cada elemento de um diagrama
de blocos, sejam eles continuos ou amostrados. As técnicas para obter estas
transformadas sdo uma extensdo das regras de manipulacdo de diagramas de blocos
ou de fluxo de sinal.

3.6.1 Diagramas de blocos

Neste caso usa-se uma extensdo as regras ja conhecidas. Vamos considerar o sistema
realimentado da fig. 16.

—’r i H(s) —’e i G(s) : / E:

R(s) R*(s) E(s) E*(s) U(s)  U*(s)

Fig. 16 - Uma série de amostradores e fungdes de transferéncia

Para este sistema, temos, por exemplo:

E(s) =R *(s)H(s)

G-23) ()= E*(9)G(s)
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Se a transformada de um sinal que passa por um amostrador ¢ o produto onde um dos
termos ¢ periddico e o outro ndo o €, como U(s)=E*(s)G(s), entdo o sinal amostrado
aparece como um factor no resultado, i.e., U*(s)=(E*(s)G(s))*= E*(s)G*(s). Vamos
provar que assim €. Por definicdo:

1 & . .
(324)U*(s) = D E*(s—jnw,)G(s— jnw,)

n=-—oo

Mas como:

1 o0
E*(9) =1 D E(s—jkw,), entdo
k

=—00

1 o0
E*(s—jnw,) = D E(s— jkw, — jnw,)
k=—0

Se, na ultima equagao, fizermos k=I-n, teremos:

. 1 < .
(325)E*(s=jow,) = D E(s—jlw,) = E*(s)

Por outras palavras, se deslocarmos o espectro de um sinal amostrado, o espectro
permanece inalterado.

Substituindo (3.25.) em (3.24.), temos:

1

T Zw:G(s—jnws) = E*(s)G *(s)

n=-—ow

1 < :
(3.26.)U*(s) = T ZE*(S)G(S—JDWS) =E*(s)

Deve ser principalmente realgado que, enquanto:

seU(s)=E*(s)G(s) entao U *(s) = E*(s)G*(s)

3.27.
( )se U(s) = E(s)G(s) entao U *(s) # E*(s)G *(s) mas sim (EG) *
Um outro pormenor importante é que, dado U*(s), podemos determinar U(z), e vice-
versa:

U(2) =U*(s)| oo
(3.28)) r
U*(5)=U(2)

z=el

De notar que a transformada inversa de U*(s) ¢ uma sequéncia de impulsos, cujas
intensidades sdo dadas por u[kT], enquanto que a transformada inversa de U(z) ¢ a
sequéncia de valores u[kT]. Enquanto as sequéncias de valores e as correspondentes
transformadas de z sdo facilmente interpretadas como sendo processadas por um
computador, o modelo de sequéncias de impulsos ¢ o que nos permite analisar um
sistema discreto embebido num mundo real.
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Vamos ilustrar estas regras utilizando o exemplo da fig. 17.

Modelo da Modelo do Modelo da Plant
A/D . programa de D/A
i computador

m*(f) i it
D) [ 1—e ™ F—— GO)

A 4

v

(¢]

7]

Fig. 17 - Diagrama de blocos de um sistema de controlo digital como um sistema
amostrado

Utilizando as regras habituais de diagramas de blocos, temos:
(3.29.)E(s)=R(s)—Y(s)
(3.30. )M *(s) = E*(s)D *(s)

1_ -Ts

(3.31.)U(s) = M *(s)

(3.32) Y(s) = U(s)G(s)

Se pretendermos determinar Y*(s), entdo deveremos ‘estrelar’ -star it- cada uma
destas equagdes. Temos assim:

(3.33)E*(s) =R*(s) =Y *(s)
(3.34)M*(s) = E*(s)D *(s)
(3.35.) U*(s) = M*(s)
(3.36)Y *(s) =[UG]*(s)

Analisando a ultima eq, vemos que precisamos de U, e ndo de U*. Substituindo
(3.31.)em (3.36.), temos:

(337)Y*(s) = {M* l‘sz G}*(@ - M*(l_e—n)(&) .

S

Substituindo (3.34.) em (3.37.), e em seguida (3.33.), temos:

Y #(s) = D*(l—e‘Ts)(¥j *(R*-Y %)

Se fizermos:
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(3.38)H*=D*(1—e ™)(G/s)*

Entao temos:

*

1+H*

(3.39.) Y*= R*

que tem a forma tipica de uma funcao de transferéncia de um sistema realimentado.

3.6.2 Grafos de fluxo de sinal

Na seccdo anterior foram utilizadas as regras de redu¢do de diagrama de blocos, para
analisar um sistema realimentado. Para sistemas com varios ciclos e amostradores, o
uso destas regras torna-se complicado, normalmente utilizando-se regras de reducao
de grafos de fluxo de sinal.

Existem basicamente 2 métodos de extensdo da formula de Mason para sistemas
amostrados: no 1°, é construido um grafo de fluxo de sinal amostrado, onde todas as
variaveis sao quantidades discretas. O segundo método permite a obtencao de fungdes
de transferéncia directamente do grafo de fluxo de sinal, modificando a formula de
ganho de Mason. Vamo-nos centrar no 1° método, podendo o segundo ser consultado
em [Kuo, Benjamin, Digital Control Systems].

Este método envolve os seguintes passos:

l. Partindo do diagrama de blocos do sistema, constroi-se um grafo de fluxo de
sinal equivalente. Reproduz-se a fig. 17 na fig. 18a). O grafo de fluxo de sinal
correspondente encontra-se representado na fig. 18b).

2. O passo seguinte consiste em construir o grafo de fluxo de sinal ‘amostrado’, a
partir do grafo de fluxo de sinal equivalente. Para isso ha vdarios passos
intermédios:

2.1.  Para todos os nés, que nao de entrada ou de saida de amostradores, ¢
construida a sua equagdo de defini¢do, a custa dos nds de entrada ou
das variaveis a saida dos amostradores. Para este efeito ¢ aplicada a
formula de Mason para cada nd, considerando as entradas como as
entradas do sistema ou as saidas dos amostradores. Assim:

1_ —Ts

E(s) = R(s)— E *(s)D *(s) : G(s)
M *(s) = E*(s)D *(s)
1_ -Ts

U =E*()D*(®)— —

Y(s) = E*(s)D *(s) % G(s)
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1(t) e(t) ,e*(1) m*(t) u(t) y(t)
— D*(s) Y- ™ » G(s) >
S
a) _ -Ts
R(s) 1 E(s) / E*(s) D*(s)M*(s) . UGs) G(s) Y(s) 1
o > @ > @ —— @ > >

Fig. 18 - Diagrama de blocos de um sistema e o seu grafo de fluxo de sinal
equivalente

2.2.  Em seguida estrela-se cada uma das equacdes anteriores. Assim,
ficamos com:

=R B+ @D ol - %)}
s
M*(s) = E*(s)D *(s)

U*(s)=E*(s)D*(s)

G
Y *(s) = E*(s)D*(s)(1-e™ )(LS)) *

S

2.3.  As ultimas equagdes apenas contém quantidades amostradas. O grafo
de fluxo de sinal usando estas equagdes ¢ conhecido como o grafo de
fluxo de sinal amostrado. Este grafo é apresentado na fig. seguinte.

!

“Ts G(s) "

R*(s) (1o 9]
D*G)

E¥(s)

y—

o——=o

U*(s) Y*(s)
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Fig. 19 - Grafo de fluxo de sinal amostrado

3. Uma vez obtido o grafo de fluxo de sinal, a f.t. entre qualquer par de nods
entrada/saida pode ser obtida por aplicagdo directa da formula de Mason.
Assim:

o)

S

Y(s) pof1-e ")
R*(s)

(3.40.)
1+ D*(s)(1- e“)(

perfeitamente equivalente a eq. (3.39.).

4. As fungdes de transferéncia entre entradas e saidas continuas podem ser
obtidas através do grafo de fluxo de sinal composto. Este grafo ¢ formado
combinando os grafos de fluxo de sinal equivalente (fig 18b)) e amostrado
(fig. 19). Mais especificamente sdo omitidos os amostradores do grafo de
fluxo de sinal equivalente e as suas saidas sdo retiradas directamente do grafo
amostrado, conforme ilustra a fig. seguinte.

-D* (s)(l - e"TS)(@) *

R*(s) (1-e™ )(%S)) *
° : D) o > °
") UX(s) Y¥(s)
1
RO +  E® Dre) S G Y Y

Fig. 20 - Grafo de fluxo de sinal composto

Por exemplo, a fungdo de transferéncia entre R*(s) e Y(s) obtém-se utilizando a
formula de ganho de Mason:

Y(s)  D*(s)(1-¢")G(s)
R *(s) 1+D*(S)(1—CTS)(G£S)) *

(3.41))
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2. Analise de sistemas dinamicos discretos

2.1 Introducéo

O elemento fundamental na estrutura de controlo digital apresentada na fig. 1 do
capitulo anterior ¢ o computador digital. Neste capitulo iremos analisar esta estrutura
sob o ponto de vista do computador, e desenvolveremos técnicas de analise de

sistemas e sinais digitais.

2.2 Equacoes diferencga lineares

Vamos assumir que a ADC na fig. 3 do capitulo 1 amostra o sinal y(t) em instantes de
tempo separados de T segundos, e passa esse valor, quantizado, para o computador,
de modo que a este elemento ¢ fornecido, no instante kT, o valor y(kT)=y(k).

Considerando o caso de seguimento da referéncia, o computador recebe, ao longo do
tempo, uma sequéncia de entrada {e(k)}=(e(0), e(1), e(2), ..., e(k)), e conjuntamente
com os valores prévios da saida (u(0), u(1), u(2), ..., u(k-1)), terd que calcular o valor
de saida no instante k, u(k). Em forma simbdlica, podemos representar esta operagao

por:

(2.1.) u(k) = £(e(0),---,e(k),u(0), -, u(k — 1))

Assumindo que a funcdo f() ¢ linear, e depende apenas de um numero finito de

valores passados da entrada e da saida, (2.1.) pode-se representar como:
—aju(k-)—-auk-2)—---—a,uk—n)+

@22)u(k)= ib(oe(k))+ b12e(1(< 1) 1 ot bmt:(li - m))

A eq. anterior ¢ chamada de equagdo de recorréncia linear ou equacdo diferenca

linear. Se os coeficientes a; e b; forem constantes esta equagdo ¢ chamada de equagdo

diferenca de coeficientes constantes e desempenha um papel fundamental na andlise e

sintese de sistemas digitais, sendo o andlogo para sistemas continuos das equacdes

diferenciais.

Para resolver a equacdo diferenca, necessitamos de especificar qual o instante

temporal inicial, e quais as condicdes iniciais para esta equagao.

Exemplo 2.1

Exemplificando, vamos admitir a seguinte equacao diferenca:
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2.3) u(k)=uk-1)+uk-2)
Iniciando a sua resolucdo a partir de k=2, e assumindo como condigdes iniciais

u(1)=u(0)=1, para os primeiros 5 instantes de tempo:

Instante de tempo (k) | Valor (u)

k=0 1

k=1 1

k=2 2 (1+1)
k=3 3 (2+1)
k=4 5 (3+2)
k=5 8 (5+3)

Tabela 1: Valor de ui para os primeiros 5 instantes de tempo
Vemos assim que a saida deste sistema cresce indefinidamente, ou, de acordo com o
nosso estudo anterior, € um sistema instavel.
Obviamente pretenderiamos resolver a eq. (2.3.)sem termos de calcular
explicitamente os valores instante a instante de tempo, isto €, pretenderiamos uma
forma fechada de solugdo. Sabemos que para sistemas continuos as solugdes das
equacdes diferenciais lineares e de coeficientes constantes sio do tipo e*, portanto

.. ~ . . ~ ~ . k
exponenciais. Para as equagdes diferenca lineares, as solugdes sdo do tipo z.

Assumindo assim que u(k) = Az, e substituindo esse valor em (2.3.), temos:

AZk = Azk_1 +Azk_2

Dividindo esta equacao por A e multiplicando por z*, temos:

l=z +z
ou

22 =z+1

Esta polinomial é, por comparacdo com o que ocorre no caso continuo, chamada de

1+4/5

polinomial caracteristica. As raizes desta equagao sao

Dado termos duas solucdes, e dado a equagao diferenca ser linear, sabemos que uma

combinagao linear das 2 solu¢des também sera uma solugao de (2.3.):

u(k) = Azf + Az}
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Determinamos as constantes A; e A; utilizando as condigdes iniciais fornecidas.
Assim:

u0)=1=A,+A,

u(l)=1=Az; +A,z)
Resolvendo este sistema de equagdes, obteremos:

_1+\/§
25
_V5-1
25

Entdo, a solugao de (2.3.) é:

k k
144/5(1+4/5) 5-1(1-+/5
+
25 | 2 2J5 | 2

Dado que |Zl| >1, esse termo aumenta indefinidamente com k, e confirma-nos assim

Ay

Aj

2.4 u(k) =

que estamos na presenca de um sistema instdvel. Vemos assim que a fronteira entre
estabilidade e instabilidade, que, nos sistemas continuos, era o eixo imaginario do
plano s, em sistemas discretos essa fronteira ¢ o circulo unitario do plano z. Os
sistemas discretos sO sdo estaveis se possuirem todos os podlos no interior desse
circulo.

O exemplo anterior ndo possui uma entrada externa. Para cobrirmos esse caso, vamos

considerar os seguintes exemplos:

Exemplo 2.2

Consideremos o problema de determina¢dao do numero de alunos num determinado
ano lectivo e ano académico de um dado curso. Este nimero ¢ fun¢ao do ntimero de
alunos que entram nesse ano lectivo no ano académico e também da taxa de
reprovacdo observada no ano lectivo anterior para o ano académico em questdo.
Considerando o caso mais simples, com apenas 1 ano académico e taxa de reprovagao
constante, se definirmos:

x(k)  Numero de alunos no ano lectivo k

tr Taxa de reprovacao

e(k) Numero de alunos de entrada no ano lectivo k,
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entdo o nimero de alunos existente no ano lectivo k pode ser dado por:

(2.5)x(k)=ek)+tr*x(k—1)
A figura seguinte ilustra o crescimento do nimero de alunos ao longo de 10 anos

lectivos, para dois valores diferentes do numero de entradas, 20 e 50 alunos.

70 180

60

+
£ r=70% *
: * tr=70%

50

40

, *
tr=50% 509

30

¥ ¥ % %
tr=30% tr=30%

23 -0 an B>=5on

20

10

0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ano Lectivo Ano Lectivo

a) e(k)=20, k=1..10 b) e(k)=50, k=1..10

Fig. 2.1 — Crescimento do niimero de alunos
Ficamos a saber que um curso com 50 alunos de entrada por ano pode atingir um
nimero de alunos superior a 150, caso hajam muitas reprova¢des. Obviamente, o
controlo deste sistema (isto ¢, a mudanca das taxas de reprovagdo) ¢ um problema

muito complicado de resolver...

Exemplo 2.3
Consideremos agora o problema de aproximagdo de um céalculo de um integral de uma

fungao e(t):

u:ﬁdO&

Fig. 2a) — Aproximacao rectangular Fig. 2b) Aproximagao rectangular
para a frente para tras
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Fig 2c). Aproximacao trapezoidal
Na figura 2 estdo expressas 3 possibilidades: na fig. a), iremos adicionar a
aproximacao calculada no instante k-1 a area do rectangulo com altura ey_;; na fig. b)
a altura do rectangulo € o valor de ex; finalmente na fig. ¢) iremos adicionar a area de
um trapézio. Estas diferentes aproximacdes correspondem as seguintes equagdes

diferenca:
(2.6.) u(k)=u(k-1)+Te(k-1)

(2.7.) u(k) = u(k 1) + Te(k)

(2.8.) u(k) =u(k —1)+ %(e(k) +e(k—1))

2.3 A convolucgéao discreta

Suponhamos que um dispositivo digital tem como entrada a sequéncia, designada por
impulso discreto unitario:
(1000...00)
€ em consequéncia gera uma saida:
(h(0) h(1) h(2) ... h(n-1) h(m)),
que ¢ o analogo da resposta impulsional de sistemas continuos, designada resposta
impulsional discreta.
Se considerarmos varias sequéncias de entrada:
(u@©) 0 0 -~ 0 0400 u® 0 -~ 0 0)(0 0 0 --- 0 u(n))
teremos, se assumirmos linearidade e invariancia no tempo:
(w@© 0 0 - 0 0)- (uOh(@©) uhd) u(0h(2) - uw®h(m-1) u(0)h(m))
(0 u® 0 - 0 0)=(0 u®h(©0) u®h@) - uh(m=1) u(l)h(m))
(000 u2 - 0 0)-(0 0 u@2h(@) - u@h(m-1) u(2)h(m))

Considerando agora uma sobreposi¢ao das entradas numa Unica entrada:

(u0) u(l)u(2) ... u(n-1) u(n))

2-5



Controlo Digital Anténio Ruano

1997/98

e assumindo que o sistema ¢ linear, a saida:

(v(0) y(1) y(2) ... y(n-1) y(m))
¢ dada por:

y(0) = u(0)h(0)
y() =u(0)h(1) +u(1)h(0)
y(2) = u(0)h(2) + u(Dh(1) +u(2)h(0)

k k
(2.9)y(k) = 2 u(Ph(k - j) = 2 u(k - ph())

j=0 j=0

isto €, y(k) ¢ uma combinacdo linear do sinal de entrada, em que os pesos dependem

do indice k-j.

Por analogia com o integral de convolucao entre dois sinais continuos:

t
(2.10.)y(t) = [h(t—tu(t)dr

a operagdo indicada em (2.9.) ¢ designada por convolugdo discreta.

Considerando os sinais x(k) e h(k) representados nas figs. 2.3a) e 2.3b),

respectivamente:

Fig 2.3a)

Fig 2.3b)

podemos representar graficamente a operacdo de convolugdo discreta através das

seguintes figuras, amostra a amostra do sinal de saida:
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18
16}
1ab
12F
é b
o8
o6l
o4
0ol T T T T T T T T
. . . . . . . . 1er
2 18 16 44 12z 1 08 06 04 02 o
P 16
1ab
12F
T
osf
o6l
04
18F
o2
Ler . . . . . . . .
1 08 06 04 02 o o0z o4 06 08 1
1ab K
12F
o
3
o8
o6l
04
o2
o 0z o4 06 08 1 12 14 1s 18 2
K
18 R
16 R
14 1
12 R
e ]
08 R
06 R
04 1
02 R 4
© 08 06 04 02 o o0z o4 06 08 1 ar
K
asf
sk
25
bl
15k
W
18F
as
16
o o0z o4 06 08 1 12 14 1s 18 2
1ab .
12F
I
o8
o6l
04
o2
o 0z o4 06 08 1 12 14 1s 18 2
K

2-7



Controlo Digital Antonio Ruano 1997/98

Fig. 2.4 — Representacgdo grafica da convolugdo discreta
Conforme se pode observar da figura anterior, para uma sequéncia de entrada com
comprimento N, resposta impulsional de tamanho L, a sequéncia de saida tem
comprimento N+L-1.

Matricialmente, a operagdo de convolugao discreta pode ser representada como:

y©] [h(©) 0 : 0 Tu)
y | _|h@®)  h© P 0 | u()

(2.11.)

y(n) h(n) h(n-1) : h(0) | u(n)
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2.4 A funcdao de transferéncia discreta

Os sinais apresentados nas figuras 2.3 e 2.4 podem ser considerados como amostrados
por impulsos, isto € podem ser considerados como um trem de impulsos em que a
amplitude de cada impulso representa o valor do sinal no instante temporal.
Consideremos assim o sinal amostrado £*(t), dado por:
£*(t)=£(0)0(t) + f(T)o(t—T) + £ (2T)d(t —2T) +---
A sua transformada de Laplace é:
L{f * (1)} = L{f(0)3(t)} + L{f(T)8(t — T)} + L{FQT)S(t — 2T)} + ---
F*(s)=f(0) + f(T)e*T + f2T)e T + ...

T 1 —sT

Fagamos agora a transformacdo z = e’ =z =e . Temos entao:

F(z) =f(0) + f(T)z ' + f2T)z 2 +---

Podemos entdo definir a transformada de Z como:

(2.12.)F(z) = Z{f (1)} = if(kT)z_k
k=0

A transformada de Z tem para sistemas discretos o0 mesmo papel que a transformada
de Laplace tem para sistemas continuos. Consideremos novamente a equacdo
diferenca da integragdo trapezoidal, expressa na eq. (2.8.) (Exemplo 2.3). Se

.. - k
multiplicarmos ambos os membros da equagdo por z~ e 0os somarmos sobre k, temos:

) x ) x T 0 x 0 x
Zukz = Zuk_lz +E Zekz + Zek_lz
k=0 k=0 k=0 k=0

De acordo com (2.12.), o lado esquerdo desta equagdo ¢ facilmente reconhecido como
U(z). Relativamente ao 1° termo do lado direito, se fizermos a substituicdo k-1=j,
temos:
0 o0 . 0 .
Su, iz ¥=Y ujz_(”l) =z Yuz!
k=0 j=—1 j=0

Se executarmos operagodes similares nos ultimos 2 termos do lado direito, teremos:
| T -1
U(z)=z U(z) + By E(z)+z "E(z)
Rearranjando os termos da ltima equagdo, temos:

Uz Tl+z!

(2.13) o) 21
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Esta ultima equagdo define a razdo entre duas transformadas de Z de dois sinais, ¢ &,
como nos sabemos, denominada fun¢do de transferéncia. Mais genericamente a

funcdo de transferéncia de Z é:

Cbo+biz bz 4t byz ™ b))

-1
(2.14)H(z ) ) - -~ R
l+ajiz  +ayz “+--+ayz a(z ")

e, caso n>m, podemos apresentar esta equacao em termos de z:

boz" +bz" " +b,y2" 2 4 b 2™ b(2)

(2.15.)H(z) =
2" +a;z2"  vay" P o, a(z)

Vamos admitir que todos os coeficientes de (2.15.) sdo nulos excepto b;=1. Neste
caso H(z)=z"'. Considerando agora a equacio diferenca que deu origem a eq. (2.13.),

aeq. (2.8.), temos:

(2.16)u(k)=e(k-1)

Podemos entdo dar um significado a funcio de transferéncia z'. Ela representa um
atraso de 1 intervalo de tempo entre a entrada e a saida de um sistema. Dado que as
equagdes (2.11.), (2.12.) e (2.13.) sdo compostas de atrasos, podem também ser
representadas em termos de z'. Se considerarmos a eq. (2.13.), podemos representa-la

em digrama de blocos como:

+
+
E(z) -1 U(z)
1 z .C") > T/2 >
+ 1
.

Fig. 2.5 — Diagrama de blocos correspondente a equagao diferenca (2.13.)

2.4.1 Diagramas de blocos e descri¢des em variaveis de estado

As equacdes diferenca podem ser representadas graficamente por diagramas de
blocos. As regras para reducdo destes diagramas sdo exactamente aquelas que foram
introduzidas na Seccao ....

Analogamente as formas candnicas introduzidas na Seccdo ... para representagdao de

um sistema em variaveis de estado sdo também aplicaveis para sistemas discretos.
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2.4.2 Estabilidade externa e o teste de Jury

Uma das propriedades mais importantes de um sistema ¢ a sua estabilidade. A
instabilidade interna ¢ determinada pelos valores proprios da matriz A. A estabilidade
externa ou estabilidade ELSL - Entrada Limitada Saida Limitada (Bounded Input
Bounded Output-BIBO) reflecte o facto de que, se um sistema for estdvel, a uma
entrada limitada em magnitude corresponde sempre uma saida também limitada em
magnitude.

Como sabemos, para sistemas continuos, utilizamos para determinar se um sistema ¢
ELSL estavel o critério de Routh-Hurwitz. Em sistemas discretos Jury e Blanchard
introduziram em 1961 um teste analogo.

Admitamos que a nossa fun¢@o de transferéncia discreta ¢é:

(2.17) H(z)=2#)

a(z)’

onde a(z)=apz" + alzn_1 +-ota,.
Entdo, a 1* fase do teste de Jury corresponde a dispor os coeficientes de a(z) nas duas
1? linhas da rede da seguinte forma:

a e A

an A1 ... A
As entradas na terceira linha sdo calculadas dos determinantes de 2* ordem obtidas
com as 2 linhas anteriores, onde a 2* coluna do determinante ¢ fixa e corresponde a
ultima coluna das linhas acima. Estes determinantes sdo divididos por ap. A quarta

linha obtém-se da terceira invertendo a ordem dos elementos.

ap a cen cen an
an an-1 ap
bp b ... bn

bpi b2 ... b

Onde:
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a
bg=ag-—a,
a0

(2.18)b; =a; —Ma_,
a0

O processo continua até termos as tltimas linhas com apenas 1 elemento. O sistema ¢

estavel se todos os termos na primeira coluna das linhas impares forem positivos.

2.5 Modelos Discretos de Sistemas Amostrados

2.5.1 Usando a transformada de Z
Analisando o sistema da Fig. 1.3 sob o ponto de vista do computador, este gera uma
sequéncia de dados, que sdo aplicados a D/A, posteriormente aplicados a plant, e

depois amostrados pelo A/D, conforme se representa na fig. 2.6:

u(k) u(t) y(®) y(k)
—> D/A —P» GGs) —» AD —»

Fig 2.6 — Sistema amostrado

Pretendemos pois determinar a funcao de transferéncia entre as transformadas de Z da
sequéncia u(kT) e da sequéncia y(kT).

Primeiramente, y(k) s3o apenas amostras do sinal y(t) da plant. Quanto ao
funcionamento do dispositivo D/A, vamos assumir que ele € constituido por um zero-
order-hold (ZOH), isto é, que no instante k a entrada u(k) ¢ aplicada ao D/A, que
mantém a saida a esse valor, constante, até¢ ao proéximo instante de amostragem.

Dado que a entrada da D/A ¢ uma sequéncia de impulsos, a sua resposta impulsional ¢

a representada na fig. 2.7.

T 2T 3T

Fig. 2.7 — Resposta impulsional de um dispositivo D/A
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No tempo pode ser expressa por:
(2.19)hp/ a(®) =u(t)—u(t-T)
Aplicando transformadas de Laplace a eq. anterior, temos:

1— e—Ts

(220)Hp A (5) =

Combinando entdo esta fungdo de transferéncia com a funcao de transferéncia do

processo, teremos, para uma entrada unitaria:

(221)Y(s) = (1 o Ts )@

Entdo, a transformada de Z requerida ¢ a transformada de Z das amostras do sinal

temporal correspondente a (2.21.). Vamos exprimi-lo por:

G(z) = Z]y(k)]=
(2.22.)= Z{L‘1 [Y(s)]}z Z{Y(s)}

offi-e)C)

S
Esta equacao ¢ a soma de 2 termos: o 1° € Z{G(s)/s}, enquanto o 2° ¢:

(223)Z (ﬁ)@ R %

-T! ’ . ~
dado e representar um atraso de exactamente 1 periodo. Assim sendo a fungio de

transferéncia pretendida é:
(2.24.)G(z) = (1 —z! )z{@}
s

2.5.2 Modelos de espaco de estados

Sabemos que as equagdes dindmicas de um sistema continuo sao:

x = Ax + Bu
(2.25.)
y=Cx+ Du

que tem como solugdo:
t
(2.26.) x(t) = eA'x(0) + et j e ATBu(t)dr,

0

ou, considerando ty=0,
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t
227)x(0) = A 70)x(tg) + A [ A Bu(r)de
to
Vamos agora calcular (2.27.) durante um intervalo de amostragem. Para isso faremos

to=kT e t=(k+1)T na ultima equagao:

kT+T
(2.28)x(KT + T) = eATx(kT) + AKTHT) [~ ATBy(r)de
kT

Este ultimo resultado ndo assume nenhum tipo de /#old aplicado a entrada do sistema.

Se se utilizar, como normalmente acontece, um ZOH, entdo

2.29)u(t)=u(kT) KT<t<kT+T

Se fizermos a substitui¢do n=kT + T —1 em (2.28.), temos:

T
(2.30.) x(kT + T) = eATx(kT) + j eAMBu(kT)dr
0

Se considerarmos:
D= eAT
231) I
= jeAndnB
0
e omitindo o intervalo de amostragem T, entdo a eq. (2.30.) transforma-se em:

x(k +1)= dx(k) + Tu(k)
(232) (k)= Cx(k) + Du(k)

A solugdo analitica de (2.32.) ¢:

2.33)®=eAT =7 {(sl - A)_I}
t=T

234)r=A" [eAnEB =A™ (eAT - I)B

-1
235)x(k +1)=cATx(k)+ A~ AT ~1}Bu(k)
De salientar que (2.34.) s6 ¢ valida se A for nao-singular. Caso isso ndo acontega,

podemos utilizar:

(s1-A)"'B
S

(2.36)r=L"

2-14
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Uma outra maneira de calcular @ e I" é utilizar a expansao em série de poténcias:

A2TZ  A3T
+ +

(237)®=eAT =1+ AT + 5

ou, alternativamente:

(2.38)® =1+ AT¥, onde

22
AT AT
239)¥Y=1+—+ +
2! 3!

Por integragdo de (2.38.), podemos determinar I':

T 2 23 o kpk+1
M= ¢*Bdn= 1T+AT AT B= AT g
. 2! 31 o (kK +1)!
240) ° o
T B =TWB
o (K +1)!

Vemos assim que através do calculo da matriz ¥, podemos calcular ® e I' , isto é, s
necessitamos de efectuar uma expansdo em série de poténcias. O método com

melhores propriedades numéricas para determinar ¥ é:

AT AT AT AT
2A41)¥Y =1+ I+ I+
2 3 N- N

De salientar que quando T ¢ pequeno (comparado com as constantes de tempo

associadas com os valores proprios de A), as seguintes aproximagdes sao validas:

(2.42)D =eAT =1+ AT

(243.)I'=TB
O célculo em computador das equacdes de estado utiliza as propriedades recursivas
das equagdes de estado discretas, isto ¢, a partir de x(0) e da sequéncia {u(k)},

podemos determinar x(k+1) recursivamente:

x(1) = ®x(0) + Mu(0)
x(2) = Ox(1) + Mu(l) = P(Px(0) + Fu(0)) + Mu(l)
(2.44.)x(3) = ©’x(0) + DT u(0) + Pru(l) + Mu(2)

x(k) = ®*x(0) + - O ru(j)

j=0

Esta equacdo ¢ conhecida como equacdo de resposta dinamica.
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2.5.3 Sistemas com tempo de atraso

2.5.3.1 Modelos de fungao de transferéncia

Muitos sistemas fisicos exibem um tempo de atraso. E o caso, por exemplo, de
sistemas quimicos, onde o transporte dos materiais consome um tempo finito.
Adicionalmente, devemos considerar que o controlador digital (computador) consome
um tempo finito para os seus calculos, o que se traduz exactamente no mesmo
problema de considerarmos que o sistema a controlar tem um atraso.

Consideremos um sistema continuo, caracterizado por uma fun¢do de transferéncia

racional H(s), sem atraso, e por um atraso A:

(2.45.)G(s) = e *H(s)
O termo A engloba o tempo de atraso do processo e o atraso de computagdo. Vamos
separar o atraso A no menor numero inteiro (I) de intervalos de amostragens que

englobe A, menos uma frac¢ao (m) do intervalo de amostragem:

(2.46)A =1T - mT

Entao, teremos G(s)/s:

mTs
(247) G(s) _ e—lTS © H(s)

s s

Dado que no 1° termo de (2.47.), 1 ¢ inteiro, aplicando transformadas de Z, este reduz-
se a z'. Assim sendo, resta-nos a transformada do 2° termo. Ela pode ser obtida
através dos métodos normais, tendo em aten¢do que os correspondentes sinais
temporais sdo adiantados de mT segundos, isto ¢, iniciam-se antes do instante de
tempo 0. Como estamos a considerar sinais causais, s6 devemos considerar, para o
calculo da transformada, a por¢ao do sinal correspondente a t>0.

Assim, a funcdo de transferéncia discreta, assumindo um amostrador de topo plano

(zero-order-hold) a entrada do sistema, é:

mTs mTs
(2.48.)Z[G(s)] = G(2) = z—1 Z—lz[e H(S)} _z-1 Z[e H(s)}
z

S Z1+l S

2.5.3.2 Modelos de espacgo de estados

Consideremos o sistema continuo:

2-16



Controlo Digital Antonio Ruano 1997/98

x(t) = Ax(t) + Bu(t - 1)
y(t) =Cx(1)

A solucdo geral de (2.49.) ¢, como sabemos:

(2.49.)

t
2.50)x(t) = A 0x(t,) + [eAlIBu(z -2 )
to

Se na ultima equacao, fizermos ty=kT e t=(k+1)T, ficamos com:

(DT
@51)x(T + T)=eATx(kT) + [AKTHT0By(z — 2 )
kT

Se substituirmos em (2.51.) n=kT + T — t no integral, a eq. transforma-se em:

T
(2.52.)x(KT + T) = e*"x(kT) + [ e*"Bu(kT + T — A - n)dn
0

Do mesmo modo que fizemos para os modelos de fun¢do de transferéncia, vamos
separar o atraso A no menor numero inteiro (1) de intervalos de amostragens que

englobe A, mais uma frac¢do (m) do intervalo de amostragem:

(2.53)A=1T—mT

Com esta substitui¢do, (2.52.)vem como:

T
(2.54)x(KT + T) = e*"x(kT) + [ e*'Bu(kT + T~ IT + mT - 1))dn
0
O significado deste integral torna-se mais 6bvio se atentarmos na fig. abaixo.

«— M

u(t) A

A
\ 4

I I I »
I I I g

kT-1t kT-It+T kT-1t+2T t

Fig. 2.8 - Interpretacdo grafica de (2.54.)
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O integral ¢ em ordem a m, que varia de 0 a T. Assim, para t=kT-It, u(kT-1T+mT-
M), toma primeiramente o valor de u(kT-IT+T), durante mT segundos, e depois o
valor de u(kT-IT), durante T-mT segundos. Podemos pois dividir o integral em (2.54.)

em dois integrais:

T T
x[k +1]=eATx[k]+ n} e*Bulk +1-1jdn+ [e* Bulk —1]dn =
0

(2.55.) e

= ®x[k]+ Tufk - 1]+ Toulk —1+1]
onde
D = AT
T
(2.56)T, = [e*"Bdn

mT
mT

r,= J.eA”Bdn

0

Para continuar a analise vamos separar os casos em que 1=0, I=1, e [>1.

253.2.1 I=0

Neste caso A =-mT, o que implica ndo um atraso, mas sim uma predigdo. Como
m<1, a saida serd sempre nula antes de k=0, e o sistema discreto ¢ causal. O sistema
discreto com 1=0, m=0, apresenta para k=0 a mesma resposta que o sistema com
l=m=0 apresentaria para t=mT, i.e., apresenta nos instantes de amostragem a resposta
que o sistema sem atraso apresentaria entre os instantes de amostragem. Esta
transformada ¢ conhecida como transformada de Z modificada.

Na eq. (2.55.) devemos calcular T'; e T',. Para facilitar este calculo, vamos modificar

F1I

T T-mT
T, = jeA“Bdn = J.eA(mT“’)BdG =
(2.57) " ’

=T J.GAGBdG

0

onde foi feita a substituicdo o =m—mT. Vamos adicionalmente definir duas

matrizes:
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®(a)=e™

(2.58.)‘P(a):

o | —

I e’ do
0
Utilizando as defini¢des (2.58.), as matrizes T’y e I'; ficam:

= (T-mT)®(mT)¥(T-mT)B

(2.59. )
F 7 =mT¥Y(mT)B

Esta defini¢dao ¢ também qtil sob o ponto de vista computacional. Pode-se facilmente
provar' que:

(2.60.)®(a)=1+a¥(a)A

Isto é, para computar (2.55.), s6 precisamos de calcular a série ¥(a), através de:

- L IZAk k

ok 0
0 A_kak+1 ~
k! k+1

2.61)=1

de seguida calculamos ®(T), através de (2.60.), I'; e I'; através de (2.59.).

Retornando ao caso 1=0, m=0, as equagdes discretas sao:

(2.62.) x|k +1] = ®x[k]+T ju[k]+T yu[k +1]

Para mudar esta equagcdo numa forma semelhante a de espago de estados, temos de
eliminar u[k+1]. Facamos para isso a substitui¢ao:

(2.63.)E[k] = x[k]—l"zu[k]

Entdo teremos:

E[k+1]=x[k+1]-Tu[k+1]=
= Ox[k|+ T julk]+ T yu[k +1]-Tu[k +1],

e, substituindo x[k] pelo seu valor dado em (2.63.),
E[k+ 1] = ®{E[k]+T yu[k]} +T ju[k] =
(2.64.)= ®E[k]|+(®T, + T )u[k] =
= ®E[k|+Tu[k]|

' Veja o capitulo 2.4.4 de Franklin & Powell
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Dado que temos agora uma nova variavel de estado, a equagdo de saida necessita de

ser modificada:

y[k] = Cx[k] =

= C{E[K]+T yu[k]} =

= CE[k]+CT yu[k] =

= CE[k] +Au[k], onde A =CT,

(2.65.)

Note que, se m=0, entdo, I',=0 e (2.64.) e (2.65.) reduzem-se as equacdes de estado

discretas standard.

2533 I-1

Neste caso as equagdes de estado sdo:

(2.66.) x[k + 1] = ®x[k]+ T ju[k — 1]+ T 5 u[k]

Devemos eliminar u[k-1] de (2.66.). Para isso, podemos aumentar o estado de 1

dimensdo, definindo um novo estado x,+1[k+1]=u[k].

As novas equagdes dinamicas sio:

S L e

e o |

25.3.4 1>1
A equacao de estado ¢:
(2.68.) x[k +1] = ®x[k]+T ju[k = 1]+ T yu[k = 1 +1]

Devemos neste caso eliminar as entradas de controlo atrasadas até u[k]. Para isso,

introduzimos 1 variaveis de estado, tais que:

(2.69)xp[k]=ulk —1]  xppofk]=ulk—1+1] o xpplk]=ulk-1]

A estrutura das equagdes dinamicas €, neste caso:
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Cook+1] ] [®@ Ty T, 0 - o] x[k] | [0]

Xpe1[k+1] 0 0 0] Xpea[K]| |0

Xpeo[K+1]|=|0 0 0 0| Xns2[K] [+] 0[u[K]
: 1 : :

| Xpu[k+1]] [0 0 0 0 0] xppi[K]| [ 1]

(2.70.) R
Xn+1[k]
H=[0 0] ol

% [] ]
Esta ultima situacdo pode ser visualizada em termos de diagramas de blocos da

seguinte forma:

Xn+1 l X
-1 -1 -1 r 1 -1
Xn+1

Fig. 8 - Diagrama de blocos de um sistema com um atraso superior a 1 periodo

A 4

A4
\ 4

2.6 Relacao entre os polos no plano s e os poélos no plano z
de fun¢cbées amostradas

Vamos expor este assunto através de exemplos:
e Exponencial decrescente
f(t)=e™,t>0,a>0

A sua transformada de Laplace é:

F(S): S+a

O sinal amostrado é:
f[kT]=¢™", k>0

¢ a sua transformada de Z é:
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z Cz—e

e Sinusoidal amortecida
f(t)y=e ™ sen(w gt)

A sua transformada de Laplace é:

F(s) b
=—"75 "
(s+a)’ +w)

O sinal amostrado é:
£(t) = e sen(w,kT)
A sua transformada de Z é:

—aT
ze * sen(w,T)

7z’ —2e cos(wOT)z +e

F(z)=

Através destes exemplos, ¢ facil de verificar que no processo de amostragem, os polos

no plano s sdo transformados em pdlos do plano Z, através da transformagao:

2.71)z=¢"

Convira nesta fase relembrar o mapeamento de zonas importantes do plano s no plano

Z, através da transformagao (2.71.). Assim:

Plano s

Plano z

Fig. 9 - Transformacgdes de zonas importantes do plano s através de (2.71.)

A transformagdo (2.71.) ndo ¢ univoca. Com efeito, todos os pontos do plano s que

satisfacam:

s=s +jZTnN, N inteiro
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TS] TS] +]2TEN —

sdo transformados no mesmo ponto z; =e !, ja que e e . A importancia
deste facto sera descrita mais tarde.

Da mesma forma que ¢ importante, no projecto de sistemas contirnuos definir
algumas regides do palno s, também no plano z ¢é conveniente introduzi-las.

Consideremos assim:

Wa

G(s) = , cujos polos sdo:

s? + 28w s + wWp

. [ 2
s=—Cw, T jwu1-§

Utilizando a transformacao (2.71.), temos:

. [ 2 .
2.72) z= e oW TEIWaTYI=G" _ 10 jO

Temos assim:

(2.73) Ew,T=—Inr

(2.74)w,T1-£2 =0
Se dividirmos a 1? destas equacdes pela 2?, ficamos com:
& —lInr
1_&2 0

, Ou

—Inr
\/1n2r+(?)2

Se agora substituirmos & dado por (2.75.) em (2.73.), obtemos:

(2.76)w, = %\/mz r+0°

Por outro lado,

(2.75.)€ =

1 -T
Q77)t=——=——

w, Inr
e o numero de amostras por ciclo, N, ¢ dado por:

(2.78)N :2_; _2n

WdT
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As eq. (2.75.) e (2.76.) definem contornos no plano z, que correspondem a relagdes de
amortecimento constantes e frequéncias amortecidas constantes. Estes contornos estao

representados na fig. 10, e sdo utilizados no desenho do sistema de controlo.

-1 -0.5 0 0.5 1

Fig. 10 — Grelha no plano z

2.7 Resposta ao degrau

Como o interesse principal da disciplina centra-se no desenho de controladores, € um
dos testes mais importantes para sistemas de controlo centra-se na sua resposta ao
degrau, estudaremos agora qual o efeito dos zeros de uma fun¢ao de transferéncia na
resposta ao degrau de um sistema.

Vamos considerar um caso de uma funcao de transferéncia:

Y(z) K Z—-7
U(z) 72 —2r COS(9)+I'2

(2.79.)H(z) =

Escolhamos o ganho, k, de modo a que a resposta em regime estacionario tenha a
mesma amplitude do degrau de entrada. Vamos primeiramente fixar os polos de tal

maneira que a relagdo de amortecimento, ¢, seja igual a 0.5, e fazer 6 = 18°. Isto quer

dizer que os polos em s, dados por:
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s=—Cw, tjw,y1-6%,0=05

sdo transformados em:

7= e—anTeijwnT\ 1-2?

w. T - = 18% = %
(2'80')wnT __m

10y1-C
7=0.834e 10

A fig. 11 ilustra a resposta ao degrau, para 3 diferentes localiza¢des do zero.

2.5 T ‘
+ . + z= g
27 + = 7
+
.
1.5 oo 1
@) %%%%Q
+ x B %
1r O x +%%%%%%§$%@®§§$®®%%®% 4
+ +
++++
N
0.5 ° 1
N

0= ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35
Fig. 11 - Resposta ao degrau do sistema (2.79.), com os pdlos dados por (2.80.) e

diferentes localizac¢des do zero.

Da fig. anterior facilmente se pode concluir que a principal influéncia do zero
reflecte-se na percentagem de sobreelevacdo obtida, aumentando a medida que o zero

se aproxima de +1.

2.8 Resposta na frequéncia

J&4 sabemos que, em sistemas continuos, se aplicarmos uma sinuséide de frequéncia
Wy a entrada, obteremos, ap0os a resposta transiente ter desaparecido, uma sinuséide a

saida, com a mesma frequéncia, com a amplitude multiplicada por |H(jw0)| e

desfasada de <H(jw0) .
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Para sistemas discretos, acontece exactamente o mesmo fendmeno. A resposta de um
sistema com fungao de transferéncia H(z) é:

(2.81.)Y(z) = H(2)U(z)

Assumindo a entrada um cosseno amostrado com periodo de amostragem T, temos:
(2.82.) u[kT] = cos(w okT), k>0

A transformada de Z de (2.82.) é:

(2.83.)U(z)=%{ z_,_ }

z—elWol  z_ g7l

Entdo Y(z) ¢ dado por:

(2.84.)Y(z)=%{ zH(z) 7H(2) }

z—elWol 77wl

A resposta em regime estacionario corresponde aos termos da expansdo de (2.84.)

associados com o0s pdlos no circulo unitario:

jwoT —jwoT
(2.85) Y (z) =LA 2 ) e 70 )
2| g _eWoT — , _ omiwoT

Se H(elVoT)= A(WOT)eN(WOT) , entdo (2.85.) fica:

v -y
(2.86)Y, ()= AW D]z S
2 z—e™™

Invertendo para o tempo, ficamos com:

Yss (KT) = AWoT) {ej“’ej"voTk e WemiwoTk }
(2.87.)

=A cos(wOTk + \|1)
Vemos assim que a resposta do sistema ¢ um cosseno amostrado, com uma amplitude

A e desfasado de y. Embora este assunto seja abordado posteriormente, deixamos

aqui apenas a nota que qualquer sinusoide com periodo w, + 2nkT passard também

por as amostras da eq. (2.87.)

2.9 Propriedades da transformada de Z

Com o intuito de relembrarmos a matéria leccionada em Sistemas e Sinais, vamos

apenas enunciar as propriedades da transformada de Z:
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2.9.1 Linearidade
(2.88.) af [k] + Bf,[k] <> oF, (z) + BE, (2)

2.9.2 Convolugao temporal
(2.89.) D f,[1]f,[k - 1] <> F,(2)F, (2)
|=—0

2.9.3 Deslocamento no tempo
(2.90.) flk + n] <> z"F(2)

2.9.4 Factor de escala no plano z
(2.91.)r *f[k] <> F(rz)

2.9.5 Teorema do valor inicial

(2.92.)£(0) = lim F(z)

2.9.6 Teorema do valor final

(2.93.) lim fk] =lim(z ~1) F(2)

2.9.7 Método alternativo de calculo da transformada de z

J& sabemos que a transformada de z se pode calcular através da definigdo. Um método
alternativo, que se pode usar caso se conheca a transformada de Laplace de um sinal ¢

0 seguinte:

) N(s
Seja F(s) = D(s)

, racional com k po6los simples &, . Entdo:

KN
(2:94)F(2)= 2, D(é)) - e;TZI

_ dD(s)

onde D’(F,n) 2

s=£,
Caso F(s) tenha polos multiplos, i.e., pélos em s=si, s, ..., Sk, de multiplicidade m;,

mp, ..., Mg.
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n=1 i

koo ()™ [ o™ 1
(295)F(@)=2, = ((rn) —i)! [asm"i (1—e“ﬂ

onde

1 -l n
(2.96.)k . =(i_1)![ —(s—s,) "F(s)}

s=s,

2.9.8 A transformada inversa de z

E sabido que a transformada de Laplace e a sua inversa sdo unicas. O mesmo nao
acontece com a transformada de Z e a sua inversa, dado que a transformada inversa de
Z de F(z) s6 coincide com f(t) nos instantes de amostragem. Existem 3 métodos

principais de obter a transformada inversa de Z:

2.9.8.1 Expansao em fracgoes parciais

E equivalente ao método usado para as transformadas de Laplace, com a excepgio de
que expandimos F(z)/z, e ndo F(z).
Assim, o termo

Az

z—e "

tem como transformada inversa:

A e akT
enquanto o termo

A

Z—¢

Az

Z—¢

-1
=7

aT aT

tem como transformada inversa:

Ae—a(k—l)T

2.9.8.2 Método da série de poténcias

Utilizando a defini¢do da transformada de Z, se determinarmos F(z) como uma série
de poténcias decrescentes, através da divisao do numerador pelo denominador,
obteremos o valor do sinal nos instantes de amostragem. Este método gera uma forma

aberta da solu¢do, enquanto o 1° método da-nos uma forma fechada.
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2.9.8.3 Formula de inversao

A transformada inversa de Z ¢ dada por:

1 . dz
(2.97.) fIKT] 3 § F2)z —
onde C ¢ um contorno que engloba todas as singularidades de F(z)z“'. Através do
teorema dos residuos sabemos que o lado direito de (2.97.) é:

(2.98) f[kT] = 3 Re g F(z)z*" )

Z=Z;

onde z; sdo os polos de F(z)z"".
2.10 A transformada delta

2.10.1 Os operadores deslocamento e delta

Uma maneira de descrever os modelos amostrados ¢ através do operador

deslocamento (shif?):

(2.99)afxicf = {xica}

O operador q aplicado a uma sequéncia transforma-o na mesma sequéncia, mas
adiantada de uma amostra. E portanto conhecido como operador de deslocamento
para a frente - forward shift.

O operador inverso — backward shift — deslocamento para tras, quando aplicado a uma

sequéncia atraza-a de uma amostra:

(2.100)q " {xic} = {xi 1

Em muitos textos de controlo, o simbolo z ¢ utilizado para representar o operador gq.
Matematicamente isto ndao € correcto pois ¢ tem o mesmo significado, para tempo
discreto, do operador de tempo continuo d/d¢, enquanto z tem a correspondéncia, em
tempo continuo, da variavel complexa s.

O operador g ¢ o operador standard encontrado nos varios livros de controlo. Mais
recentemente tem despertado interesse um novo operador, que se parega mais com

uma derivada. Este operador é o operador delta (3), definido como:

q-1
2.101.)6=——
( ) T

A forma equivalente da eq. (2.99.) é assim:
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(2.102.) 8x E@

Vemos assim que o operador & assemelha-se muito mais a uma derivada do que o
operador q. Normalmente o operador q conduz a expressdes mais simples, enquanto o
operador 6 conduz a modelos mais semelhantes aos obtidos em equagdes diferenciais,

e apresenta tembém melhores propriedades numéricas.

2.10.2 As transformadas Z e Delta

E facil provar que passar de uma equagéo diferenca utilizando o operador ¢ para a sua
transformada de Z involve apenas a troca do simbolo ¢ pelo simbolo z, a parte de
condicoes iniciais.

Utilizando este raciocinio, ¢ se definirmos uma transformada associada com o
operador 0, a transformada Delta, esta deveria estar relacionada com a transformada

de Z, através de uma relacdo semelhante a (2.101.). Introduzindo a variavel vy:
z—1
(2.103.)y :T, ou z=79T+1
a transformada Delta deveria estar relacionada com a transformada de Z através de:
(2.104.)Fx(y)= 1F(z)|Z:YT+1
Em termos da sequéncia {fy }, a transformada Delta deveria ser dada por:

(2.105)Fz(y) = D £ (YT +1)7
k=0

No entanto introduz-se um factor de escala adicional T em (2.105.), e temos assim:

(2.106.)D(fy ) =Fa(1) =T Y fi (4T +1) 7%
k=0

A eq. (2.104.) transforma-se assim em:

(2.107) Fo (1) = TF(2)_ 1,
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