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Ultimas Revisdes (V 3.0, Setembro 2003)

O material deste texto de apoio foi inicialmente escrito para o Curso de Informatica
de Sistemas, disciplina anual de Electricidade e Electrénica, em Outubro de 1992.
A segunda versao foi preparada para a primeira edicao da disciplina de Analise de
Circuitos, do curso de Engenharia de Sistemas e Computacao em 1994/95. Ao longo
dos anos tém vindo a ser inseridas algumas matérias e retiradas outras. Nomeada-
mente as aulas teérico-préticas (TP) foram aligeiradas, criadas aulas préticas (P) e os
respectivos guias de trabalhos. Foi incluido e mais tarde retirado um extenso capitulo
sobre a Transformada de Laplace, foram aligeirados os capitulos sobre Quadripolos
e Amplificadores Operacionais. Finalmente nesta versao 3.0, devido a reformulacao
do curso de LESC para LESI foi de novo, e de acordo com o programa indicativo
proposto em Senado, introduzido o capitulo relativo a Transformada de Laplace e re-
tirada a parte relativa aos Amp-Ops, além de corrigidos erros encontrados na versao
anterior. Do ponto de vista técnico continuam a existir: i) uma versao pdf da sebenta
com paginacao frente e verso, ii) uma outra com duas paginas A5 por pagina, mais
econémica em papel e iii) encontra-se igualmente disponivel uma versao HTML
ONLINE completa da sebenta em w3.ualg.pt/~sjesus/aulas/ac.

NOTA PREVIA

O material contido neste conjunto de apontamentos é cedido a titulo gratuito e para
ser utilizado exclusivamente como texto de apoio a disciplina de Analise de Circuitos
dos cursos de Engenharia de Sistemas e Informatica e Engenharia Fisica da Universi-
dade do Algarve. Este texto podera (e tem com certeza) erros involuntérios, de cujas
consequéncias o autor nao podera ser responsabilizado. Desde ja agradecemos a to-
dos aqueles que tem colaborado através do envio de corregoes e comentarios que tem
sido, na sua maioria, incorporados no texto. Em particular gostariamos de agradecer
aos docentes Anténio José Sancho, Artur Neves e Joao Lima pelas suas contribuigoes
ao longo destes tltimos anos. A consulta deste texto nao dispensa (e alids aconselha)
a de outras obras, nomeadamente as citadas na bibliografia. Boa leitura !...
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1 Introducao e objectivos

A teoria dos circuitos trata do estudo do efeito da interligacao de componentes
eléctricos e electronicos entre si formando circuitos complexos. Como é de conheci-
mento geral o fornecimento de energia a um circuito eléctrico formando uma malha
fechada permite gerar nesse circuito uma corrente eléctrica. Por exemplo, considere-
mos o simples caso de um candeeiro que ligamos a uma tomada em casa. Ao ligarmos
o interruptor, o que estamos a fazer é fechar um circuito, que inclui uma fonte de
alimentacao que vem da EDP e um filamento resistivo, que é a lampada. A corrente
fornecida pela tomada sob uma determinada tensao vai depender da poténcia da
lampada, que é inversamente proporcional a resisténcia da mesma, i.e., quanto maior
for a poténcia, menor serd a resisténcia da lampada e maior sera corrente eléctrica.
A lei fundamental que governa o cédlculo das diferentes grandezas eléctricas é obvi-
amente a lei de Ohm. No caso de elementos mais complexos, como por exemplo
condensadores e bobines, a relagao tensao corrente deixa de ser puramente algébrica
e passa a ser do tipo diferencial ou integral, o que complica a andlise dos circuitos
que contém estes elementos.

Nesta disciplina serao formuladas as leis fundamentais as quais obedecem cada um
dos elementos dos circuitos tomados individualmente e também as regras basicas que
permitem o estudo do circuito eléctrico no seu conjunto. Serao igualmente enunciados
os principios que permitem estudar e simplificar porgoes de circuitos complexos de
forma a permitir a dedugao da fungao essencial do dispositivo em andlise. Finalmente,
um dos principais objectivos, é o de obter uma caracterizacao do circuito no seu total
através de grandezas de entrada e de saida normalizadas, de forma a permitir o seu
tratamento em métodos do tipo “caixa preta”. Inversamente, o conhecimento das
grandezas de entrada e de saida permitem o estudo e a caracterizacao de um circuito
complexo desconhecido. Devemos ainda referir que a abordagem desta disciplina nao
¢ a de uma disciplina de andlise de circuitos classica como se pode encontrar numa
licenciatura em Electronica - correntes fracas de outras Universidades. Trata-se de
uma abordagem mais orientada para a nocao de sistema, tal como se encontra em
Controlo ou Comunicagoes, previligiando as ferramentas de manipulacao e a carac-
terizagao de sistemas, mais do que o calculo sistematico de circuitos complexos com
métodos resolventes do tipo matricial ou outros.
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2 Conceitos de base

2.1 Sistemas lineares, dipdlos, n6s e malhas

Um sistema é considerado linear se obedece as condigoes de homogeneidade e de

sobreposicao.
Homogeneidade: um sistema ¢ considerado homégeneo se
z(t) = y(t),
entao
kx(t) = ky(t).
Sobreposicao: um sistema obedece ao principio de sobreposicao se
x1(t) = w1 (t)

.Tg(t) = yg(t)
entao
z1(t) + 22(t) = y1(t) + ya(t).

Mais, um sistema é dito temporalmente invariante se

x(t) = y(t) — x(t —to) = y(t — o), to € R.

(2-1.1)

(2-1.2)

(2-1.3)

(2-1.4)

Os circuitos sao sistemas compostos por componentes eléctricos onde os sinais ob-
servados sao correntes e diferencas de potencial. dipdlossao elementos que comunicam
com o exterior através de dois polos; a todo o instante a corrente que entra por um
dos terminais do dipélo é igual a corrente que sai pelo outro terminal do dipdlo(figura
2.1a). Um nd é um ponto do circuito que serve de ligagao entre dois ou mais dipdlos
(figura 2.1b). Uma malha é um conjunto de dipdlos formando um circuito fechado

(figura 2.1c).

(@) (o) (c)

Figura 2.1: dipdlo (a), n6 (b) e malha (c).
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— 1
B

Figura 2.2: dipdlo com defini¢ao de corrente e tensao.

2.2 Corrente, tensao, energia e poténcia

A corrente eléctrica é causada pelo movimento dos portadores de carga. A corrente
eléctrica num condutor é a quantidade de carga passando em qualquer ponto do
condutor por unidade de tempo. A corrente mede-se em amperes (A) e corresponde
a uma quantidade de carga de um coulomb (C) atravessando um conductor num
segundo. Em geral a corrente define-se como o integral da densidade de corrente
sobre a seccao do conductor

I:/J-ds, (2-2.1)
S

onde J é o vector densidade de corrente em C por m? e ds ¢é o vector elementar de
superficie perpendicular a esta. I representa entao o flurzo de J através da superficie
considerada. Outra forma simples de determinar a corrente eléctrica é a de considerar

dQ

I =
dt’

(2-2.2)

onde @ é a carga eléctrica em coulombs (C). Dependendo do sinal dos portadores
de carga e/ou do sentido de deslocagao assim a corrente num determinado condu-
tor poderda ser considerada positiva ou negativa. Em andlise de circuitos é comum
adoptar a seguinte convengao (puramente arbitraria): a corrente eléctrica circulando
num dipdlo (como o da figura 2.2) serd positiva quando corresponder a um fluxo de
electroes (de carga negativa) movendo do pdlo - para o pdlo + e indicada com uma
seta no sentido da figura. A corrente serd considerada negativa no caso contrario.

Existem varias formas de criar uma corrente eléctrica sendo a mais usual a de
estabelecer um campo eléctrico que ele mesmo cria uma diferenca de potencial que
por sua vez cria um movimento de cargas. Escreve-se assim a lei fundamental de

Ohm
V = RI, (2-2.3)
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onde R é um coeficiente de proporcionalidade entre a diferenga de potencial (ou
tensao eléctrica) V' e a corrente por ela gerada I. R é chamada resisténcia do con-
ductor a passagem da corrente eléctrica e depende apenas das caracteristicas fisicas
do conductor considerado. Simplesmente podemos dizer que

L
= pga
onde p é a resistividade do material conductor, L é o seu comprimento e S a sua

secgao. R mede-se em Ohms (2) e corresponde a resisténcia de um conductor quando
atravessado por uma corrente de um ampere sob a tensao de um volt.

R (2-2.4)

A passagem de corrente eléctrica numa resisténcia provoca uma dissipacao de ener-
gia correspondente a passagem de uma carga () através de uma diferenca de potencial
V. Assim

dW =VdQ, (2-2.5)

e portanto a poténcia, que nao ¢ mais do que a energia por unidade de tempo,
escreve-se p 10 )

w Vv
P=—=V—=VI=RI*=— 2-2.6
dt dt R’ ( )
onde a energia W se mede em Joules e a poténcia em Watts ou Joules/s. Em geral,
e também por convencao arbitraria, considera-se que a energia é positiva quando é

absorvida pelo elemento do circuito (caso da figura 2.2) e negativa no caso contrario.

Nas equacoes acima consideramos que as grandezas de medida do circuito, tensao,
corrente, carga, poténcia, etc ... sao estaciondrias, i.e., nao variam com o tempo e
portanto omitimos a sua notacao como fungoes do tempo. No caso geral porém, estas
grandezas sao varidveis com o tempo e a sua notagao implica v(t), i(t), q(t), p(t),
ete...

2.3 Corrente alternada: poténcia, valores médios e eficazes

Temos vindo a considerar até agora correntes e tensoes como funcoes constantes
do tempo. Todos sabemos porém, que as aparelhos em nossa casa funcionam em
corrente alternada, i.e., uma corrente (e tensao) que varia em fungao do tempo. Esta
variacao temporal pode ser de variadas formas mas a mais corrente é a sinusoidal.
Isto significa que, por exemplo, a variacao da tensao em funcao do tempo se pode
escrever da seguinte forma

v(t) = Vi sin(wt + ¢), (2-3.1)

como representado na figura 2.3, onde V,, é o valor maximo da sinusoide, w é a
pulsagao radial, que se mede em rd/s e é igual a 27 f, sendo f a frequéncia do sinal
medido em Hertz e tal que f = 1/T com T o periodo da onda em segundos; ¢ é
chamada a fase e mede-se em radianos.
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v(t) - volts

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
Tempo - seg

Figura 2.3: onda sinusoidal.

No caso da figura 2.3 notamos que o periodo é de T' = 0.5s, f = 1/T = 2 Hz,
Vi = 2 volts e que quando ¢t = 0 temos que v(0) = 0.591 volts e portanto podemos
deduzir a fase ¢ a partir de (2-3.1)

0 0.591
¢ = arcsin & = arcsin

~ 0.3 rd = 17.2 graus.

O efeito da fase é o de deslocar a sinusoide ao longo do eixo do tempo; dizemos
que a onda se encontra desfasada quando ¢ # 0; se ¢ > 0, dizemos que a onda se
encontra adiantada, isto porque como se pode ver na figura 2.3, o ponto v(t) = 0
aparece “antes” de t = 0 (fora da figura a esquerda); se por outro lado ¢ < 0 entao
a onda diz-se atrasada pois o deslocamento faz-se para a direita e todos os pontos
aparecem mais tarde do que deveriam se ¢ fosse igual a zero.

A poténcia instantanea dissipada, por exemplo, numa resisténcia R, pela onda v(t)
da figura 2.3, é dada por (utilizando (2-2.6))

p(t) = v(t)i = Ri(t), (2-3.2)

o~
—
~
S—
|
g

de onde se pode deduzir a poténcia média num periodo T’
1 (T
p=7 [ plt (2-3.3)
e substituindo (2-3.1) e (2-3.2) em (2-3.3), obtem-se
V2T,
p= /0 sin?(wt + ¢)dt, (2-3.4)
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cuja solucao ¢ simplesmente
V2
p=—= 2-3.5

que é uma constante que nao depende nem da pulsagao w nem da fase ¢.

Podemos agora fazer a seguinte pergunta: qual seria o valor da fonte de tensao
continua (DC) capaz de dissipar a poténcia média (2-3.5) na mesma resisténcia R 7
A reposta a esta pergunta é muito simples sabendo que a poténcia média dissipada
por uma fonte DC, de valor FE, numa resisténcia R, se escreve

E2
DPpc = R (2-3.6)

se igualarmos (2-3.5) e (2-3.6) temos que £ = V},/+/2. Por definicdo chama-se valor
eficaz de uma onda alternada, o valor da tensao continua capaz de dissipar a mesma
poténcia média numa resisténcia de 1 ). Assim a tensao eficaz da onda sinusoidal
(2-3.1) é

Vin
‘/eff - ﬁ (2—37)

Em geral para uma onda alternada v(t) (sinusoidal ou néo) de periodo 7' define-se o

seu valor eficaz como sendo
V. Lt 2(t)d
Lrp =] = t)dt, 2-3.8
1=\ 7 /O v2(t) (2-3.8)

o seu valor médio como

L d 2-3.9
U= — t)dt -3.
v T/O U( ) ? ( )
e o seu valor maximo por
Vin = r{é%({“(t)} (2-3.10)

Exemplo 1: considere a onda sinusoidal
i(t) = 5sin(314t + 0.27)

Para uma resisténcia de valor R = 102, determine:

a) a expressao da poténcia instantanea dissipada.
b) a poténcia média dissipada.

c¢) o valor eficaz da tensdo aos seus terminais.
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a) a poténcia instantanea escreve-se

p(t) = v(t)i(t) = Ri(t)i(t) = 10 x 25sin?(314t + 0.27)

b) a poténcia média é dada por

1 7 i
p= — t)dt
b T/o plt)
onde substituindo a expressdo encontrada em a) se obtem

250 (T 2

onde T = 27 /314 ~=1/50 = 0.02 s e ainda
T1 T1 4
5= 12500/ dt + 12500/ Z cos(2X¢ 4 0.27)dt
0o 2 0o 2 T

de onde se vé facilmente que o segundo membro é igual a zero e o primeiro da

p=250/2 =125 W
Mais facilmente podia-se ter utilizado directamente a equagao (2-3.5) dizendo que
Vi = RIyr de onde p = RI2 /2 o que obviamente d4 o mesmo resultado p = 10 x

52/2 =125 W.

c) o valor eficaz da tensdo é V.;r = RI.ss e porque a corrente ¢ sinusoidal entdo
Ls; = I,/v/2 de onde Vo =10 x 5//2 ~ 35.3 V.

Exemplo 2: considere uma corrente eléctrica alternada com a forma da figura 2.4.

()

10

Figura 2.4: onda quadrada.

Calcule:
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a) o seu valor maximo Iy
b) o seu valor médio ¢

c¢) o seu valor efficaz I s¢

a) o seu valor maximo é I, = 10 A.

b) o seu valor médio é dado por

= %/()Ti(t)dt — i/:i(t)dt

onde se utilizou o facto de que o periodo da onda quadrada é igual a 4 s. Visto que
a corrente i(t) se encontra definida # 0 nos intervalos [0, 1] e [3, 4] temos que

! 1 4 20
— = [ 104t —/1dt:_:
; 4/00+430 =5

¢) o valor eficaz da corrente é dado por

2, = 1/1102dt+1/4102dt
eff 7 4 Jo 4 J3

que feitas as contas permite obter I.;r = v/50 =~ 7 A.

2.4 Elementos de circuitos

Um circuito eléctrico complexo obtem-se através da associacao de um grande nimero
de elementos simples. Esses elementos podem ser passivos e/ou activos. Um elemento
passivo € tal que a energia que o circuito lhe fornece é sempre nao negativa. Depen-
dendo do elemento esta energia pode ser dissipada ou armazenada. Um elemento
activo pode fornecer energia ao circuito onde esta inserido.

2.4.1 Elementos ideais passivos

A resisténcia: uma resisténcia R dd origem a um potencial v(¢) quando percorrida
por uma corrente i(t) (figura 2.5a), é

u(t) = Ri(t), (2-4.1)

e inversamente

i(t) = Gu(t), (2-4.2)
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onde G = 1/R ¢ uma conductancia e se exprime em Q1. A resisténcia equivalente
a duas resisténcias Ry, e Ry colocadas em série, i.e., tal que a corrente que percorre
uma ¢ igual a corrente que percorre a outra é Requiv = R1 + R2. Se as resisténcias se
encontrarem em paralelo, i.e.; se a tensao aos terminais duma for igual a tensao aos
terminais da outra, entao a resisténcia equivalente é evidentemente,

L1, (2-4.3)
Requiv B Rl RQ .

A titulo de exercicio determine a resisténcia equivalente a trés resisténcias colocadas
em série e em paralelo. E se em vez de resisténcias tivermos conductancias 7 Qual serd
a conductancia equivalente a duas ou trés conductancias em série e/ou em paralelo 7

Como ja foi dito acima, a quantidade instantanea de energia posta em jogo numa
resisténcia é sempre positiva, i.e., uma resisténcia absorve sempre a energia

dw(t) = v(t)i(t)dt = Ri*(t)dt = i]g)dt. (2-4.4)
(@) (B) (c)
i i
[ %I_
\% R \% - c v L

Figura 2.5: dipdlo resistivo (a), dipélo capacitivo (b) e dipdlo inductivo(c).

O condensador: um condensador C' armazena energia sob forma de campo eléctrico
entre as suas armaduras. Assim, com as defini¢oes da figura 2.5b, temos que

q(t) = Cu(t), (2-4.5)
e que
i(t) = C’dzl—g). (2-4.6)
A variacao da energia contida num condensador escreve-se
duw(t) = v(£)i(t)dt = v(t)Cdv = %d(Cvz(t)), (2-4.7)

o que mostra que a energia depende de forma estreita da variacao da tensao aos seus
terminais: positiva se esta for positiva e negativa no caso contrario. Isto significa
que um condensador absorve energia, armazena-a sob forma electrostatica, e pode
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restitui-la mais tarde. Mais uma vez qual o valor do condensador equivalente a dois
condensadores colocados em série 7 E em paralelo ?

Bobine(self ): uma bobine, de inducténcia L, armazena energia sob forma de campo
magnético. Uma bobine tem como principio o de se opor a variagao da corrente. Esta
corrente cria a sua passagem um fluxo de induc¢ao magnética

o(t) = Li(t), (2-4.8)

que se opoe (pela regra dos trés dedos) a causa que o criou (ou seja a corrente).
Podemos ainda escrever (figura 2.5¢)

dd(t) di(t)
t) = =1L . 2-4.9
lt) = —, o (2-4.9)
No caso da bobine a relagao energética escreve-se
1
dw(t) = v(t)i(t)dt = Li(t)di = 5al[Lz’2(t)], (2-4.10)

que, como no caso do condensador, mostra que a energia pode tomar valores positivos
ou negativos consoante a variacao, neste caso da corrente eléctrica, que percorre a
bobine. As relagoes energéticas instantaneas (2-4.7) e (2-4.10) permitem-nos calcular
o valor total da energia armazenado num condensador e bobine respectivamente,

permite-nos calcular
1

We = 5Cv2, (2-4.11)
(§
1 2
Wi = LI (2-4.12)

Exemplo: no circuito da figura 2.6(a), L = 5H ¢ R = 19Q. Calcular v(t) quando i(t)
tem a forma indicada no grafico da figura 2.6(b).

i[n(O]

Vit

o 56 112
Figura 2.6: (a) circuito RL e (b) corrente i(t).

Comecemos por escrever a equacao de Ohm no dipélo da figura 2.6(a). Assim
temos que a queda de tensao é a soma das tensoes aos terminais dos elementos do
circuito, i.e.,

’U(t) = UR(t) + UL(t)
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e escrevendo a mesma relacao para cada elemento

vr(t) = Ri(1) (a)
di(t)
v () = L= (b)

sabendo que i(t) se escreve a partir da figura 2.6(b) como

o [t)5 0<t<5
Z(t)_{—t+6 5<t<6

e que depois se repete com um periodo igual a 6, podemos entao escrever (utilizando
os valores numéricos)

C(t/54+1 0<t<5
U(t)_{—tJrl 5<t<6

dando lugar a representagao grafica da figura 2.7

V()
A

Figura 2.7: tensao aos terminais do circuito da figura 2.6.

2.4.2 Elementos ideais activos

Sao considerados elementos activos aqueles que fornecem energia ao circuito no qual
estao inseridos. Podem ser de dois tipos:

a) fontes de tensao
b) fontes de corrente

Uma fonte de tensao ideal é um dispositivo que impoe aos seus terminais uma
diferenga de potencial constante independentemente da corrente eléctrica que o atrav-
essa. As fontes de tensao sao em geral representadas pelos simbolos da figura 2.8, no
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(@) (0)

Ly ® V(i
- +

Figura 2.8: fontes ideais de tensao: continua (a) e alternada (b).

caso de uma fonte de tensao continua (a) e no caso de uma fonte de tensao alternada

(b).

Considera-se que fechar uma fonte ideal de tensao corresponde a substitui-la por
um curto circuito, pois a tensao aos termnais de um curto-circuito ¢é igual a zero.

(¢)

oL

(0)

@i

Figura 2.9: fontes ideais de corrente: continua (a) e alternada (b).

Uma fonte de corrente ideal é um dispositivo que debita uma corrente eléctrica
constante qualquer que seja a diferenca de potencial aos seus terminais. As fontes de
corrente sao em geral representadas pelos simbolos da figura 2.9, no caso de uma fonte
de corrente continua (a) e no caso de uma fonte de corrente alternada (b). Considera-
se que fechar uma fonte ideal de corrente corresponde a substitui-la por um circuito
aberto, pois a corrente que atravessa um circuito aberto é igual a zero. As fontes
de corrente e tensao mencionadas acima sao chamadas independentes. Para sermos
completos devemos ainda mencionar as fontes (de corrente ou tensao) dependentes ou
ligadas. Estas sao fontes condicionadas (ou comandadas) por uma grandeza definida
no circuito. Assim mostramos na figura 2.10 duas fontes controladas uma de corrente
e outra de tensao.
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Q) (0)

& kv @ ol

Figura 2.10: fontes controladas: de tensao (a) e de corrente (b).

2.4.3 Elementos reais passivos

Os elementos passivos ideais descritos acima sao em geral uma boa aproximacao da
realidade, sobretudo no caso da resisténcia. Sé em casos muito particulares se devera
ter em conta efeitos de condensador e/ou bobine como defeitos da resisténcia ideal.
Em geral consideram-se bobines reais (ou nao ideais) formadas por uma bobine ideal
e uma pequena resisténcia em série (chamada resisténcia interna), como mostrado na
figura 2.11a. Da mesma maneira um condensador nao ideal deverd considerar uma
resisténcia (em geral importante) em paralelo chamada resisténcia de fuga, como re-
presentado na figura 2.11b. As equacoes respectivas sao alteradas consequentemente.

(@) (0)

Figura 2.11: elementos passivos nao ideais: bobine (a) e condensador (b).

2.4.4 Elementos reais activos

A maior diferenca entre o caso ideal e o caso real apresenta-se na representacao dos
elementos activos, i.e., fontes de tensao e de corrente. A diferenca incide no facto
de que uma fonte de tensao nao ideal nao mantém uma tensao constante aos seus
terminais qualquer que seja a corrente que a atravessa, e em geral, um aumento
da corrente debitada acompanha-se de uma queda na tensao da fonte. Este facto
modeliza-se representando uma fonte de tensao real (ou nao ideal) colocando em
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série uma fonte ideal com uma resisténcia, chamada resisténcia interna (figura 2.12a).
Podemos entao escrever

vag = E —ri, (2-4.13)

de onde se deduz que a tensao entre os terminais AB diminui quando ¢ aumenta.
Da mesma forma, numa fonte de corrente nao ideal a corrente debitada varia com
a tensao aos terminais e representa-se usualmente por uma fonte de corrente ideal
com uma resisténcia (geralmente de valor importante) aos seus terminais, chamada
também resisténcia interna (figura 2.12b). Nesse caso a corrente debitada

iB:[+UAB/T, (2—414)

e pode-se notar que a corrente debitada depende do valor da tensao entre A e B.

(@) (0)

Figura 2.12: fontes nao ideais de tensao (a) e de corrente (b).
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3 Leis e teoremas fundamentais

Este capitulo estabelece uma série de leis e teoremas fundamentais para a analise de
circuitos complexos. Os teoremas expostos constituem assim um conjunto de regras
que permitem sistematizar e simplificar a andlise de tais circuitos.

3.1 Leis de Kirchoff
3.1.1 Lei dos nés

A lei dos nos estabelece que: a soma algébrica das correntes que entram num nd €
nula, i.e., que
> in = 0. (3-1.1)

Como regra geral admite-se que a corrente em qualquer porcao do circuito pode ser
indicada a priori sem necessidade de saber se a corrente circula verdadeiramente no
sentido indicado. Como convengao, uma corrente indicada como entrando num né
sera contada positivamente e negativamente no caso contrario.

3.1.2 Lei das malhas

A lei das malhas estabelece que: a soma algébrica das tensoes ao longo de uma malha

fechada € nula, 1i.e., que
> v, =0, (3-1.2)

da mesma forma que para o caso das correntes deve-se comegar por estabelecer a prior:
as tensoes aos terminais de cada dipdlo e o sentido do percurso do calculo em cada
malha. Por convencao as tensoes definidas de tal modo que o sentido do percurso
entre pelo pélo positivo e saia pelo pdélo negativo serao contadas positivamente e
negativamente no caso contrario. Na pratica uma inversao do percurso corresponderia
a inverter o sinal da equacao.

Exemplo 1: considere o circuito da figura 3.1. Utilizando a lei dos nés podemos
escrever,

A: s —ip—iy=0 (a)
B:  ijtig+is=0 (b)
C:  iy—ig=0 (c)
D: —ig—iz=0 (d)
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Figura 3.1: exemplo de aplicacao.

e considerando os malhas X e Y e os sentidos de percurso e tensoes indicadas,
X: vy +vs+v; =0 (a)

Y —v; +vy—v3=0 (b)

Exemplo 2: calcule o valor da tensao v; no circuito da figura 3.2.

20 1Q

VW WA—

+ 20 30 S |ve=3v

Figura 3.2:

Sabendo que vy = 3 v, podemos dizer que a corrente ¢ que passa na resisténcia
de 32 6 i =3/3 =1 A. Como a corrente i passa igualmente na resisténcia de 1 €
provoca uma queda de tensao de 1€ x 1A =1 V e por isso a soma das duas tensoes
é igual a tensao v’ aos terminais da resisténcia vertical de 2 Q que é v’ =14+3 =4
v. A partir de v' podemos deduzir a corrente que passa na resisténcia de 22 vertical,
que é i = 4/2 = 2 A. Visto que temos as correntes i e i’ que saem do né superior
entdao podemos deduzir, pela lei dos nds, a corrente que entra no néd, digamos " =
7 +i=1+2=3A. O problema esta quase terminado porque uma vez que temos a
corrente debitada pela fonte vq, temos a queda de tensao na resisténcia horizontal de
2Q que év” =1i"x2=06vedal, utilizando a lei das malhas na malha da esquerda
v =v"4+0v=6+4=10v.

Exemplo 3: Ponte de Wheastone fora de equilibrio (figura 3.3). Calcular o valor da
corrente 7 entre B e D.
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Figura 3.3: ponte de Wheastone.

Trata-se aqui de escrever o conjunto de equacoes resolvente do circuito:

1000z = 1000z — 100134
10007 = —10002; + 999:5
E =999i3 + 100124
1 =19 +1
iy =5+ i
substituindo (e) em (a)

1000z = 100022 — 100173 — 100172

ou ainda
20017 = 100045 — 100145

substituindo (d) em (b)
1000i = —1000(iz + i) + 999i;

ou ainda
2000¢ = —100075 + 99915

fazendo agora (f)+(g) temos que
40017 = —213
Voltando ao sistema inicial e substituindo (e) em (c)

E = 999i5 4 1001 (i3 + 1)
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ou

, E — 10012 Q)
i3 = ——— i
S 2000

substituindo esta tltima equac@o na anterior, i.e., (i) em (h), podemos escrever

E—1001i —E 2002
40015 = —2 _ :
001 2000 1000 * 2000°

e resolvendo em relagao a ¢ obtemos o resultado pretendido
1= —0.5uA

o que significa que a ponte esta desiquilibrada e a corrente circula no sentido contrario
ao representado na figura 3.3.

3.2 Principio de sobreposicao

O principio de sobreposi¢ao enuncia-se do seguinte modo:

a corrente (ou tensdo) gerada numa determinada por¢ao dum circuito é a soma
algébrica das correntes (ou tensdes) provocadas por cada uma das fontes do circuito
consideradas isoladamente

por outras palavras, a corrente num determinado elemento dum circuito pode-se
calcular somando a corrente provocada nesse elemento por cada uma das fontes do
circuito isoladamente desligando todas as outras.

Exemplo: dado o circuito da figura 3.4, determine a tensao Vs, por aplicagao do
teorema de sobreposicao

Vel 260 @ 2A

3V ——

Figura 3.4: circuito com duas fontes independentes.
Vamos entao considerar primeiro sémente a fonte de tensao, i.e., vamos desligar

a fonte de corrente, o que equivale a substitui-la por um circuito aberto. Nesse
caso obtemos apenas uma malha fechada com uma fonte de tensao de 3 V e duas
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resisténcias. A corrente i que circula na malha é dada por i = 3/(4 4+ 6) = 0.3 A.
Entao podemos escrever a tensao Vs, = 6 X 0.3 = 1.8 V. Agora vamos desligar a fonte
de tensao o que corresponde a sustitui-la por um curto-circuito, ficando apenas a fonte
de corrente debitando em duas resisténcias em paralelo. Podemos entao escrever a
tensao devida a fonte de corrente que é Vo; = —2 x (4//6) = —4.8 V. Entao a tensao
total Vo = Vo, + Vo, =18 —48 =-3 V.

3.3 Teorema de Thevenin

Este teorema muito 1til em andlise de circuitos enuncia-se da seguinte forma:

qualquer circuito “visto” entre dois terminais A e B € equivalente a uma fonte de
tensao de valor Vi, igual a tensdo em aberto Vap entre A e B em série com uma
resisténcia interna Ry, igual a resisténcia medida entre A e B quando todas as fontes
independentes existente no circuito forem desligadas

3.4 Teorema de Norton

Este teorema é o andlogo de Thevenin para as correntes e enuncia-se

qualquer circuito “visto” entre dois terminais A e B € equivalente a uma fonte de
corrente de valor Iy igual a corrente em curto circuito Icc entre A e B em paralelo
com uma resisténcia interna Ry = Ry, igual a resisténcia medida entre A e B quando
todas as fontes independentes existentes no circuito forem desligadas

Exemplo: considere de novo a figura 3.4. Calcule o gerador de Thevenin equivalente
a fonte de tensao e as duas resisténcias visto aos terminais da fonte de corrente

Por aplicacao da definicao, obtemos o circuito da figura 3.5 abaixo

4Q
A
— W
+
i
B

Figura 3.5: cicuito visto aos terminais da fonte de corrente.
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de onde podemos calcular a tensao do gerador de Thevenin V5 = 6 X ¢, onde 7 é a
corrente na malha fechada. Esta corrente é dada pela fonte de tensao a dividir pela
somas das resisténcias que estao em série

, 3

1= 176 0.3A
e entao Vi, = Vup = 6 x 0.3 = 1.8 V. A resisténcia equivalente de Thevenin é
entao obtida desligando a fonte de tensao na figura acima, i.e., substituindo-a por
um curto-circuito, e entao a resiténcia vista entre os pontos A e B é
4x6
446

portanto o circuito de Thevenin equivalente é o da figura 3.6.

2.4 Q

VWY

A

+
1.8 v ==

B

Figura 3.6: cicuito de Thevenin equivalente.

No que diz respeito a Norton, seria facil a partir do circuito inicial da figura 3.5
fazer um curto circuito a saida obtendo

4 Q
A
— W
+
3V 6Q IN
.
|
B

Figura 3.7: cicuito para a aplicacao de Norton.
Onde a corrente de Norton Iy = 3v/4Q2 = 0.75 A, ja que a resisténcia de 652 se

encontra curto circuitada. A resisténcia de Norton equivalente ¢é igual a de Thevenin
e igual a 2.4 €). Assim o gerador de Norton equivalente sera
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A

0.75A@ %2-49

B

Figura 3.8: cicuito de Norton equivalente.
3.5 Aplicacoes
3.5.1 Divisor de tensao e divisor de corrente

Considere o circuito simples da figura 3.9.

R, i,

—V\NAN—> .
v \/|2

1+ E =R,

Figura 3.9: divisor de tensao.

Podemos escrever as seguintes relagoes:
7:1 - iQ - 0
—F — V1 + UV = 0,
portanto, iy =13 =1 e v, = F + vy. Mas
V1 = —RlZ (§ 1= UQ/RQ,

€ assim

Ry
v =FE——v
2 R2 2
resolvendo em relacao a vy obtemos que
RyE
Vg = ———,
7 Ri+ R
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que ¢ chamada a equacao do divisor de tensao.

Considere agora o circuito da figura 3.10. Podemos neste caso escrever as seguintes
relagoes:

. E
1 = —
1 R17
E
/[I —_
2 RQ’
1 1
i=1+ 1y (R1+R2) ;

a partir da terceira equacao acima determinar a tensao E e substituir nas duas

primeiras obtendo
R R,

TR+ Ry
__f B
T R+ R, T R+ Ry’

esta é chamada a equagao do divisor de corrente e é também muito utilizada na
préatica em analise de circuitos.

(3-5.2)

i1

|
> .
| i,

1 A4
+ R, SR,

Figura 3.10: divisor de corrente.

3.5.2 Circuitos fechados, abertos e em carga

Um circuito é dito em aberto quando a corrente através de dois dos seus terminais é
igual a zero (figura 3.11(a)). Da mesma forma um circuito é dito em curto-circuito
quando a tensdo entre dois dos seus terminais é igual a zero (figura 3.11(b)). Por
fim um circuito é dito em carga quando entre dois dos seus terminais se encontra
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uma resisténcia de valor finito diferente de zero (figura 3.11(c)). Nesse caso podemos
escrever

v = Ryi. (3-5.3)
| A, i=0 A Al
=0 RL \%
(@) o) (©

Figura 3.11: circuito aberto (a), circuito fechado (b) e em carga (c).

Porém esta equacao tem apenas em linha de conta a carga Ry. Qual o valor da
tensao entre A e B quando R;, = oo ? Qual o valor da corrente quando R;, = 0
? Estas perguntas s6 terao resposta quando conhecermos o circuito que se encontra
carregado por Ry. Vamos aplicar o terorema de Thevenin e considerar que o circuito
se pode representar por uma fonte de tensao Vj;, em série com uma resisténcia Ry,
como indicado na figura 3.12(a).

R, [Ad

y ﬂvf . lv v, V=R
MLB vl Q

()

Figura 3.12: circuito em carga resistiva (a) e recta de carga (b).

Neste caso podemos escrever
V= ‘/th - Rthi, (3—54)

e também a recta de carga
v = RLZ (3-55)

Ambas as rectas podem ser representadas num grafico v em funcgao de ¢ como indicado
na figura 3.12(b). Podemos constatar que:

a) a equagao (3-5.4) representa um segmento de recta de inclinagdo negativa igual
a Av/Ai = Ry, e caracteriza o gerador de Thevenin.

b) a equagao (3-5.5) representa um segmento de recta de inclinagao positiva igual
a Ry, e caracteriza a carga do circuito.

35



¢) a intersecgao das duas curvas obtem-se da resolugao do sistema

v=Vy — Rupt
{U o (3-5.6)
e permite obter as coordenadas do ponto de funcionamento (), que sao
, Vin
= — 3-5.7
‘Q Ry + Ry, ( )
RpVin
Vo = ———— 3-5.8
¢ Ry + Ry, ( )

d) a ordenada na origem da curva (3-5.4) é Vjy,, i.e., o valor da tensdo de Thevenin.

e) o valor da corrente de curto-circuito, i.e., para v = 0, é i.. = Vi, /Ry, ou seja a
corrente de Norton Iy.

As rectas da figura 3.12(b) definem completamente o funcionamento do circuito
em questao e através delas poderemos determinar tanto o circuito de Thevenin como
o de Norton equivalentes.

3.5.3 Poténcia

Considerando ainda o circuito da figura 3.12(a) podemos calcular a poténcia dissipada
na resisténcia R; como

R
L V3 (3-5.9)

P=Ryi%=— """t
Y@ (R, + Ru)

Se derivarmos esta equacao em relacao a Ry obtemos

dP Vi (Ry+ Ru)’ = 2(Ry + Ru)RiVip,

, 3-5.10
dR;, (RL + Rth)4 ( )
de onde podemos deduzir que a derivada se anula para

R; + Ry, = 2R, = R, = Ry,. (3—5.11)

Substituindo Ry por Ry, na expressao (3-5.9) obtemos o valor da poténcia méxima
que pode ser dissipada na carga

2
Vi

Pmar - .
4Ry,

(3-5.12)

A variacao da poténcia em funcao da resisténcia de carga esta representada no grafico
da figura 3.13.
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Vth:]'O V, Rth:]' kQ
0.025 T T T

0.015~

Potencia (W)

o
o
2

0.005

L L L L L L L L
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

R, (ko)

Figura 3.13: poténcia dissipada numa resisténcia Ry com V;,=10 v e Ry,=1 k€.

Deste calculo podemos deduzir que uma fonte fornece o maximo de poténcia a uma
carga quando esta é igual ao valor da resisténcia interna da fonte. Esta é chamada a
condicao de adaptagao da carga a fonte e permite obter uma transferéncia maxima
de energia muitas vezes procurada em certos circuitos. Quando em vez disso, a
resisténcia interna é muito inferior a resisténcia de carga Ry, << Ry, diz-se que o
“ataque” a carga se faz em tensao ou de modo equivalente que a carga nao carrega
o circuito. Inversamente se por sua vez a resisténcia interna é muito superior &
resisténcia de carga Ry, >> Ry, diz-se que o “ataque” a carga é feito em corrente e
que neste caso a carga carrega o circuito.

3.5.4 Exemplos

Exemplo 1: considere o circuito da figura 3.14:

Comecemos por aplicar o teorema de sobreposicao segundo o qual poderemos dizer
que a corrente na carga Ry é ¢ = iy + ip devido as contribuigoes separadas da fonte
de tensao F e da fonte de corrente J. Temos portanto os esquemas representados em
3.15(a) e 3.15(b) respectivamente. Utilizando o divisor de tens@o na figura 3.15(a)
temos que igRy = (Re//Rr)E/[R1 + (Re//Ry)] ou seja ip = 27.3 mA. Utilizando
agora o divisor de corrente na figura 3.15(b) temos que i; = —(Ry//R2)J/[RL +
(R1//Ry)], ie., iy = —272.7 mA, e o teorema de sobreposi¢ao diz-nos que

1 =1ip+i; = —245mA.

Para poderemos verificar este resultado de forma simples vamos calcular o gerador
de Thevenin equivalente entre A e B. Para comecar podemos calcular o gerador de
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Figura 3.14: exemplo de aplicagao: R; = 100€), Ry = 30082, Rs = 10082, Ry, = 20012,
E=10V, J=1 A.

Thevenin visto entre os pontos C e D da figura 3.14 e obter a tensao de Thevenin E’
pelo divisor de tensao

. ;

() (o)

Figura 3.15: teorema de sobreposicao.

300 x 10
/ = ———
301100 Y

e a resisténcia R’

R =100//300 = 759,

e portanto o esquema equivalente da figura 3.16.

Obviamente fazendo o calculo da tensdo de Thevenin entre A e B estes dois pontos
estarao em aberto e teremos que a corrente que circulara na tnica malha do circuito
serd igual a J = 1 A. Nesse caso a queda de tensao em R’ serda de R'J = 75 v e
a tensao medida entre A e B tendo em conta o sentido de circulacao de J é Vy, =
E' — R'J = —67.5 v. A resisténcia de Thevenin é neste caso Ry, = R’ = 75Q e
portanto temos finalmente o circuito equivalente da figura 3.17

da qual se tira facilmente a corrente 7 atravessando Ry como sendo

 Vu  —675
Ry, +R;, 275

?

= —245mA,
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B
Figura 3.16: esquema da figura 3.14 simplificado.
R, =75Q A

V. | R,=200Q

-67.5v

B

Figura 3.17: circuito de Thevenin equivalente.

idéntico ao valor ja calculado anteriormente. Utilizando o teorema de Norton, pode-
mos partir da figura 3.16 da qual calculamos a corrente en curto-circuito entre A
e B, Iy como representado na figura 3.18(a). Observando com atencao esta figura
determinamos que i = J + Iy e que i’ = 7.5/75 = 0.1 A. Deste modo determinamos
Iy = —0.9 A. Ry, tem evidentemente o mesmo valor de 75 €2 e obtemos o circuito de
Norton equivalente da figura 3.18(b)

75 1

W
1A R
+l N W@ 275 =R

7.5v T 100 -0.9A

ANM
\'4

(@) (B)
Figura 3.18: circuito simplificado (a) e Norton equivalente (b).

de onde o divisor de corrente nos permite obter directamente o valor de i = Ry, In/( R+
RL) = —245 mA.

Exemplo 2: dado o circuito da figura 3.19, determine vy e i4: a) utilizando o teorema
de Thevenin e b) utilizando o teorema de Norton.

a) a resisténcia equivalente de Thevenin, Ry, calcula-se desligando a fonte de tensao,
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1Q = = 40
S A >|4—\][\§\,2 B
~, " -
20 V4 =20
Figura 3.19:

i.e., substituindo-a por um curto-circuito e calculando a resisténcia equivalente ” vista”
entre A e B que se escreve

Ry =1//2+4//2= =20

| oo

+

[GCRIN )

A tensao equivalente de Thevenin, V};, determina-se colocando o circuito em vazio,
i.e., retirando a resisténcia de 1 €2 onde passa i4 e considerando que a corrente que
sal por A é zero. Assim podemos escrever que a corrente ¢ que sai da fonte é igual a
corrente i; que passa pelas resisténcias de 12 e 2Q) do lado esquerdo, mais a corrente
19 que passa pelas resisténcias de 4€) e 22 do lado direito.

1=11 + 19
sabendo que ¢ pode ser calculado como

6
R.,

1=

onde R., ¢ a resisténcia equivalente ao total
R,=1+2)//(4+2)=2Q
deduzimos que ¢ = 6/2 = 3 A. Utilizando o divisor de corrente

442
= ;= 2A
"TUurra+2)’

e por subtragao i =7 —i; =3 —2 =1 A. Finalmente podemos calcular Vy,,
Vih=V4—Vp=2i; —2ip =4—-2=2v

A figura 3.20 mostra o circuito de Thevenin equivalente, de onde podemos escrever
que
U4:2/3V 24:114/1:2/3A
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Vth=2V 10

Figura 3.20: circuito de Thevenin equivalente.

b) para calcular o equivalente de Norton basta saber que a resisténcia equivalente
¢ a mesma que no caso Thevenin e o valor do gerador de corrente I ¢ dado pela
corrente em curto circuito entre A e B. Visto que A e B estdao ao mesmo potencial
podemos escrever que a tensao vy aos bornos das resisténcias de 2 Q é dado pelo
divisor de tensao

2//2x6

T 2//2+1//4

e entao a tensao v, aos bornos da resisténcia de 4 e 1 2 é dada por v; = 6—vy = 2.66 v.
A partir dai basta determinar a corrente i; na resisténcia de 1 Q iy = 2.66/1 = 2.66 A,
enquanto que a corrente i, na resisténcia de 2 Q é dada por iy = v9/2 = 3.33/2 = 1.66
A escrever a lei dos nés tal que

= 30/9 = 3.33v

V2

Iy =iy — iy = 2.66 — 1.66 = 1A

O circuito de Norton equivalente ¢ dado na figura 3.21

1A @ 2Q 1Q

<
«

Figura 3.21: circuito de Norton equivalente.

Obviamente v, = 1 x 2//1 =2/3 v e iy = vy/1 = 2/3 A, mesmo resultado que em

a).
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Exemplo 3: dado o circuito da figura 3.22, calcule o valor da resisténcia R, para que

as fontes libertem poténcia maxima em Rj;. Calcule também o valor dessa poténcia
maxima (R; = 202, Ry = 52).

140v—L FR 90v—L-

Figura 3.22: circuito Exemplo 3.

Vamos, por exemplo, comegar por determinar o gerador de Thevenin equivalente
visto aos terminais de Ry. Segundo a definicao o gerador V};, é a tensao medida aos
bornos de R;, em vagzio. Assim, retirando Rj, o circuito resume-se a uma unica malha
na qual podemos calcular a corrente ¢ que circula,

140 — 90

YN
TR ¥R,

a partir da corrente podemos calcular a queda de tensao, por exemplo aos bornos de
R> e consecutivamente a tensao Vjy,,

Vin =90 4+ 2 x 5 = 100v

por outro lado Ry, é
Ry, =5//20 = 4Q

O circuito equivalente encontra-se na figura 3.23 Segundo foi demonstrado durante a

R th =4Q
WWA

Vi =100V ke ROy

Figura 3.23: circuito de Thevenin equivalente ao da figura 3.22.
aula tedrica a poténcia maxima é libertada em R; quando R; = Ry, = 4€2. No caso
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em que R; = Ry, o valor da poténcia maxima é dado por P.« = v onde

. Vin, 100
= ———=_— =125A
Ry + Ry, 8
e através do divisor de tensao
Ry,
v=Vp———=2>50
th Ry, + Ry, v

€ Ppax = 625 W.

Exemplo 4: Calcule

a) calcule o equivalente de Norton do circuito da figura 3.24 entre A e B.

b) calcule a poténcia maxima que poderia ser fornecida a uma resisténcia R colo-
cada entre A e B

¢) que valor deverd ter R para a poténcia ser maxima

1Q 6Q)
leV l leV
A
18A 220 3120 5 12v

Figura 3.24: circuito Exemplo 4.

a) comecemos pela resisténcia equivalente Ry, = 6//3 = 2Q2. Agora para a corrente
de Norton Iy no curto circuito entre A e B podemos fazer utilizando o teorema de
sobreposicao

IN - INl—fonte de corrente 1 IN2—fonte de tensao

para Iy, temos o circuito da figura 3.25(a) uma vez que desligada a fonte de tensao
ou ainda o circuito da figura 3.25(b) visto que a resisténcia de 12€2 se encontra curto
circuitada. A partir da figura 3.25(b) podemos dizer que i3 = 0 e portanto que
In1 = 19 e através do divisor de corrente

2 % 18
2+1

= 12A

Iny =19 =

Para Iy9 devemos desligar, i.e., substituir por um circuito aberto, o gerador de cor-
rente de 18 A obtendo assim o circuito da figura 3.26(a), mas como as resisténcias de
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i 1Q 6Q i3 io 1Q

i4 i3
18A @ 2 Yi 120 18A @ 2 \ A 60
N1 N1
i1 i1

@ (b)

Figura 3.25: circuitos simplificados do da figura 3.24: desligando a fonte de tensao
(a) e simplificando a resisténcia de 12 2 (b).

1Q 6Q 6Q
12v 12v
2Q 'y 120 ke . 12Q mbem
N2 T N2 T
@ (b)

Figura 3.26: circuitos simplificados do da figura 3.24: desligando a fonte de corrente
(a) e simplificando as resisténcias de 1 e 2  (b).

o1 b

Figura 3.27: circuito de Norton equivalente.

109 e 22 se encontram curto circuitadas podemos deduzir o esquema equivalente da
figura 3.26(b). Deste tltimo podemos escrever directamente [y = 12/6 = 2 A. Dal
que Iy =12+ 2 =14 A, obtendo o circuito de Norton equivalente da figura 3.27.

b) a poténcia debitada numa resisténcia R colocada entre A e B é P = Ri* onde a
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corrente ¢ pode ser calculada através do divisor de corrente

. 2x14
17 =
2+ R

e entao a poténcia
R28?

2+ Ry

¢) a poténcia maxima obtem-se quando R = Ry, = 2(2, substituindo na relagao
anterior temos Py, = 98 W.
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4 Transformada de Laplace e aplicacoes

A utilidade da Transformada de Laplace (TL) decorre da necessidade de representar
fungoes temporais no dominio da frequéncia complexa ou plano complexo, no qual a
varidvel, geralmente designada pela letra s ou p, é uma variavel complexa p = o+ jw!.
Devido a utilidade da TL na manipulacao de fungoes de variavel complexa, tornou-se
um utensilio essencial na analise e na sintese de sistemas lineares.

4.1 Sinais de excitagao e a familia dos impulsos

Antes de abordar a definigao da Transformada de Laplace convém comecar por definir
determinados tipos de sinais de excitacao normalmente utilizados no estudo de sis-
temas lineares que constituem o que é normalmente designado de ”familia dos im-
pulsos”. A familia dos impulsos sao utilizados para representar o funcionamento nao
linear de interruptores. Comecemos por considerar o sinal representado na figura 4.1.

u,(t)
1

v

Figura 4.1: degrau unidade.

Trata-se da fungdo degrau unidade cujo simbolo usual é u_;(t) ou simplesmente
u(t) e é definida por

1, t>0
u_l(t):{o i (4-1.1)

¢é o caso tipico de uma funcao que visa representar o funcionamento descontinuo, por
exemplo, de um interruptor. Em geral, qualquer funcao com um nimero finito de
descontinuidades pode ser representada por uma soma de fungoes degrau unidade
devidamente ponderadas e atrasadas ou adiantadas como exemplifica a figura 4.2.

neste exemplo a fungao temporal f(t) pode ser formada por

F(t) = Avur(t — 1) — (A — Au_r(t — t2) (4-1.2)

la notacdo s é frequentemente utilizada na literatura anglo-saxénica, no entanto a notacdo p

permite uma menor confusdo na manipulacao de sinais, normalmente designados também pela letra
S
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\4

‘|A1'A2|

Figura 4.2: decomposi¢ao de uma funcao descontinua.

Por integragao da fungao degrau unidade obtem-se a fungao u_o(t) definida por

walt) = | " () dr = tu (t) = {6 i (4-13)

a qual se chama rampa unitaria e que esta representada na figura 4.3.
U_,(f)

Figura 4.3: rampa unitéaria.

A generalizacao do conceito de integragao exposto na passagem do degrau unitario
a rampa unitaria leva ao integral de ordem n

U_p(t) = [%}u_l(t) n=223,... (4-1.4)

Existe ainda um tultimo tipo de excitacao impulsiva, que é chamado impulso de
Dirac e que se reveste de particular importancia na andlise de regimes transitorios.
O impulso de Dirac (ou simplesmente Dirac) obtem-se nao pela integragao da fungao
degrau unidade mas sim pelo processo inverso ou seja a sua derivacao

. du_1 (t)

uolt) = — (4-1.5)
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a notagao usual para o Dirac é §(t) = ug(t). Evidentemente, o cdlculo feito em
(4-1.5) nao é possivel em andlise tradicional, pois sendo a fungdo degrau unidade
uma fungao descontinua a sua derivada nao existe. Portanto o Dirac, derivada do
degrau unidade, é uma funcao sempre nula salvo para a origem onde toma uma valor
infinito. Em termos rigorosos o Dirac sai da definicao classica de funcao e a sua
definicao requer a introducao da nocao de funcao generalizada, ou distribuicao, que
ultrapassa largamente o ambito desta disciplina. Assim, para introduzirmos a nogao
fisica do Dirac consideremos a figura 4.4.

fl(t) U, (1)
A A
1 1
1 1
A > >
g[T] A—0 UO(T)
A
o0
1/A
1 1}
A > i >

Figura 4.4: familia de impulsos como casos limite.

Nesta figura podemos observar uma fungao f(¢) e a sua derivada ¢(t). Quando
fazemos A tender para 0 estas duas fungoes tendem respectivamente para a funcao
degrau unidade e para o Dirac desenhados a direita.

4.2 Transformada de Laplace
4.2.1 Definigao e existéncia
Comegaremos pela sua definicao no caso geral, que vem essencialmente da defini¢ao

de Transformada de Fourier (TF), e que é

—+00

F(s) = / F(t)e*tdt, (4-2.6)

— 00

que é denominada Transformada de Laplace (TL) bilateral, devido ao dominio de in-
tegracao se estender de —oo a +00. Devido ao facto de, na pratica, nos interessarmos
quase exclusivamente pelas fungoes causais que sao nulas apra t < 0, seremos levados
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a utilizar mais frequentemente a TL unilateral que se escreve

“+00

F(s) = / (et (4-2.7)
na qual devemos no entanto precisar que o limite inferior deste integral inclui o ponto
de origem do eixo do tempo; em particular, um impulso de Dirac na origem devera ser
tido em conta na TL. A transformada inversa é obtida, sempre através da analogia
com a TF, por

£ = g [ PGt (1-25)

= — s)e*ds, -2.
27Tj o—joo

onde, neste caso, o integral é de variavel complexa.

Uma das questoes mais importante no calculo da TL ¢é, antes de mais, a da sua
existéncia. Ja sabemos, a partir da TF, que a TL existe quando o integral de defini¢ao
converge no intervalo considerado. Em geral utiliza-se a nogao de convergéncia no
sentido absoluto, i.e., que

/ ()| dt, < 0o (4-2.9)

que é uma nogao mais exigente do que, se em vez de |x(t)|, utilizarmos apenas x(t).
Devido ao facto de que, em teoria de sinais, a maior parte das funcoes sao de tipo
exponencial para as quais

lz(t)| < e’ quando t — oo,

onde C' é uma constante real, coloca-se a questao de convergéncia para este tipo de
fungoes, para as quais é importante relembrar a nocao de abcissa de convergéncia
absoluta. Podemos escrever (4-2.7) como

T

F(s) = lim . f(t)e *tdt, (4-2.10)

podendo demonstrar-se que se a funcao f(t) for de tipo exponencial (4-2.10) converge
sempre, i.e., a sua TL existe. Além disso podemos também dizer em geral que

lim F(s) = 0. (4-2.11)

§—00

Trata-se aqui de determinar o dominio do plano s para o qual F'(s) existe, de forma
a podermos calcular a TL inversa. Para cada caso especifico trata-se de calcular um
valor o, real tal que

Re[F(s)] > oy, (4-2.12)

neste caso o, ¢ chamada abcissa de convergéncia absoluta.

Exemplo: calcular a abcissa de convergéncia da fungao f(t) = e*.
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jo jo Ajo

(a) (b) (c)

Figura 4.5: localizacao de pdlos e zeros no plano complexo: um pélo real (a), dois
pélos e um zero reais (b) e dois pdlos imaginarios puros complexos conjugados (c).

Temos entao que

T
F(s) = lim e“e s dt,
T—o0 Jo—

que se pode facilmente calcular como sendo

1 — (s—a)T
F(s) = lim 67,

T—o00 S — «
e torna-se neste caso claro que F'(s) sé existe (ou s6 toma valores finitos) para s > «a,

ie.,
1

F(s) = { a0

o  s<a,

e por isso a abcissa de convergéncia absoluta é neste caso o, = a.

4.2.2 Polos e zeros duma funcgao

Quase todas as funcgoes de variavel s que consideraremos podem ser colocadas sob a
forma de fracao racional

F(S)ZN(S):bmsm+bm_1sm_1+...+bls+bo (42.13)
D(s)  aps"+a, 18" '+ ... +as+ag )

De uma forma equivalente podemos exprimir os polinémios N(s) e D(s) em fungao
das suas raizes,

S—81)(S—5.2) .- (S—52) ... (8= Sam)

D(s) (s = 5p1)(S—Sp2) .- (5= Spj) - - (5 — Spn)

, (4-2.14)

onde A = b,,/a, é uma constante. A partir de (4-2.14) podemos facilmente determi-
nar as valores de s (em geral complexos) para as quais F(s) toma valores extremos,
i.e., valores zero ou valores infinitos, consoante sao raizes do numerador ou denomi-
nador, e sao chamados pélos e zeros respectivamente.
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Exemplos: vejamos alguns exemplos de TL e a sua representacao no plano complexo
com a respectiva localizacao de polos e zeros.

A) f(t) = e *u(t)

temos que
P 00 . td 6—(s+oz)t 1
s) = e e dt = o=
() /f [—(s+oc)]0 s+a’
que tem apenas um pdélo para s = —a como representado na figura 4.5(a).

B) f(t) = (e7 + e *)u(t)
temos neste caso que

F(s) = / e~ gt 4 e~ e+t
_ -
de onde utilizando o resultado anterior duas vezes com os devidos valores para «,

1 1
F(s) = s+3

12 514 A+
com um zero em -3 e dois polos: um em -4 e outro em -2, conforme representado na
figura 4.5(b).

C) f(t) = cos(wot)u(t)

F(s) = / ™ cos(wot)e*tdt

onde utilizando a forma de Euler,

F = — _(3+]W0)tdt - —(s—jwo)tdt
(s) 2 Jo- e + 5 Jo- e
e utilizando mais uma vez o resultado anterior
1/2 1/2 s
F(s) = 2 12

s—jwy  S+jwe (8= jwo)(s+ jwo)’

e neste caso teremos pélos complexos conjugados no eixo imaginario e um zero em
s = 0 que se encontram representados na figura 4.5(c).

4.2.3 Teoremas simples da Transformada de Laplace

Na pratica mais do que a prépria definicao, convém conhecer algumas das pro-
priedades mais relavantes da TL, de modo a facilitar a sua aplicagao a analise de
circuitos.
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Atraso no dominio temporal: o célculo da TL de g(t) = f(t — to) faz-se através de

TLIf(t— to)] = [ (e = to)e"dt,

onde colocando 7 =t — %, e dT = dt permite escrever

oo

TLIf(t — to)] = / F(r)e s+ gr

—t

e de onde notando que a funcao causal f(¢) = 0 parat < 0 permite deduzir o resultado
final
TLf(t —to)] = e 5 F(s). (4-2.15)

Diferenciacao no dominio de Laplace: demonstra-se facilmente calculando a derivada
de

Fs)= [ ft)e*tdt, (4-2.16)
-
em relacao a s que é
_ dF(S) _ o o —st
Gs) = =2 = / =t f()]et, (4-2.17)
e portanto temos o par
TL[tf ()] = _4EGs) (4-2.18)
ds
e por deducao a ordem n
d"F
TL[(—t)"f(t)] = dsff). (4-2.19)

Familia de Diracs: a familia de Diracs comega com o degrau unidade u(t) = u_;(?)
para o qual se pode facilmente calcular

TLu_1(t)] = é, (4-2.20)
em seguida, utilizando (4-2.19)
n!
TL[t"u_41(t)] = vy (4-2.21)
Podemos agora generalizar a familia de impulsos com a ajuda de (4-2.19)
TLlu_n(t)] =s " (4-2.22)
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Poténcia do tempo - funcao Gama: é um caso semelhante ao anterior no qual se pre-
tende calcular a TL de uma poténcia do tempo, sé que agora o expoente nao ¢ inteiro.
Assim temos que

T = — / * ey = @D (4-2.23)

Soz—l—l _ Sa—i-l
onde a funcao Gama ¢é definida por
[ee)

D(a+1) = /0 z%e~%dz. (4-2.24)

Diferenciacao temporal: pode-se demonstrar que

TL[dfd—(tt)] = sF(s) — f(07), (4-2.25)

onde f(07) representa o valor da fungao temporal no instante inicial. A demonstragao
obtem-se fazendo

df (t) e df(t) o
=TL—=/ ——e " 4-2.2
Gs) =L = [T ey (1-2.26)
de onde fazendo a mudanga de varidvel dv = df (t) e u = e~*' e integrando por partes,
G(s) = [ f ()5 — | )= s, dt (4-2.27)

admitindo que f(t) é de tipo exponencial temos que para o extremo superior (0o) o
primeiro termo d4 zero e para t = 0~ da f(07). Em relacao ao segundo termo é facil
ver que se trata de sF'(s) e por isso o resultado encontra-se como sendo

G(s) = —f(07) 4+ sF(9). (4-2.28)
As derivadas de ordem superior obtém-se por extensao do caso precedente tal que

dr f(t)
dtr

TL] | =s"F(S) —s"Lf(07) — ... — f™D(07). (4-2.29)

Integracao temporal: podemos ver facilmente que

TL| / " fryar] = £ (4-2.30)

que se demonstra colocando

g(t) = / f(r)dr, (4-2.31)



o que implica g(0~) = 0. Como podemos escrever que a TL[dg(t)/dt] = TL[f(t)] =
F(s), utilizando (4-2.28), podemos escrever que TL[dg(t)/dt] = sG(s)—g(07). Assim,
visto que g(0~) = 0 podemos escrever que F'(s) = sG(s) e finalmente provar (4-2.30).

Teorema do valor inicial: prova-se que, para as fungoes sem descontinuidades na origem,
podemos determinar o valor da funcao temporal para t = 0 através de

f(0) = Sli_>r(r>1osF(s). (4-2.32)

Teorema do valor final: prova-se igualmente que o valor final da funcao temporal se
pode determinar através de

f(oo) = tlirglof(t) = £i_r)r(1)sF(s). (4-2.33)

Funcgoes periddicas causais: é frequente na pratica querermos determinar a TL de
uma fungao periédica. Tomemos como exemplo o caso simples de uma funcao g(t) =
f(t)+ f(t = T), resultante da repeti¢do da fungdo f(¢) com um intervalo 7. Assim
podemos directamente escrever

G(s) = TLIg(t)] = TL{f ()] + TL{f(t)]e”"",
onde utilizdmos (4-2.15). Ou ainda

G(s) = F(s)[1 +e*1]. (4-2.34)

A partir deste caso simples deduzimos directamente o caso geral do sinal periédico
causal onde se o sinal g(t) se escrever

g(t) =>_ f(t —kT), (4-2.35)
k=0
entdo, a partir de (4-2.34), temos que
G(s) = F(s) Y e *T*
k=0

ou ainda, utilizando o desenvolvimento em série de 1/(1 — x) para |z| < 1 (ver A.2),

Gls) = [ﬁ]F(s) (4-2.36)

(&

Exemplo: queremos determinar a TL da fungdo periddica causal e limitada no

tempo dada por
N

g(t)y=">_ f(t—kT)

k=0
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A solugao deste problema pode obter-se através da utilizagao de (4-2.36) tal que

o0 o
gty =D ft—kT)— > flt—kD),
k=0 k=N-+1
onde a TL do segundo termo é uma soma de termos de uma progressao geométrica
de razdo e~ T* e cujo primeiro termo é eN*tDT5 . Assim podemos escrever que

F(S) F(S>€—(N+1)Ts

= 1— e—Ts 1— e—Ts

TLg()]

ou mais condensado

que ¢ o resultado procurado.

4.2.4 Transformada de Laplace Inversa

A defini¢ao da Transformada de Laplace Inversa (TLI) foi dada em (4-2.8). A neces-
sidade do célculo da TLI é evidentemente a de permitir a obtengao da (ou das) fungao
(6es) temporal (ais) resultado da andlise complexa do circuito. Existem fundamen-
talmente duas formas de resolver (4-2.8): uma através da integracao directa e outra
através do reconhecimento da unicidade da TL. O primeiro método é geralmente ex-
tremamente trabalhoso pois implica o calculo dos residuos para cada polo simples da
funcao F'(s)e™ e para um determinado contorno no plano s - este método apesar de
ser bastante elegante nao é quase nunca utilizado. Em vez disso, utiliza-se o segundo
método que consiste em considerar que f(¢) e F(s) formam um par tinico e por isso se
TL[f(t)] = F(s) entao temos que TLI[F(s)] = f(t). Por isso basta-nos colocar F(s)
sob uma forma cuja a funcao temporal é reconhecida. Em geral sob a forma da soma
de varios termos que sao transformadas de Laplace de fungoes temporais conhecidas
para podermos dizer que o sinal temporal resultante f(¢) ndo é mais do que a soma
dessas funcoes temporais.

Exemplos:
A) consideremos o caso da fungao simples,
F(s) =10s"",

portanto f(t) = 10u(t), porque jé tinhamos visto que TL[u(t)] = 1/s.

B) ou o caso da funcao




onde, sabendo que a TL de um atraso puro é

/Oo St —1)e dt = e %,

— 00

e que

o0 1
/ e e sdt = :
0 s+2

podemos deduzir que
ft) = e 2Dyt — 1).

No caso de fungoes mais complexas (frequentes na prética) torna-se dificil identi-
ficar os inversos por observacao directa. Na maior parte dos casos trata-se de fracoes
racionais complexas e a sua inversao passa pela decomposicao em termos simples
cujos inversos sejam conhecidos, como por exemplo, a funcao

(25 +2)
s2+T7s+12°

F(s) =
que se pode decompor em fracgdes simples como

(28+2) o Al i A2
$24+T7s+12 s+3 s+4’

F(s) =

onde os coeficientes A; e Ay podem ser determinados multiplicando ambos os termos
da equagao anterior por s + 3 e fazendo s = —3 e s + 4 e fazendo s = —4, respecti-
vamente. Obtendo-se neste caso Ay = —4 e Ay = 6. A partir deste valores podemos
entao escrever que

£(t) = [~4e™ + Ge™]u?),

que ¢é o resultado esperado. Existem varias técnicas de calculo para a decomposi¢ao
de fracgoes racionais que deixamos ao cuidado do leitor, mediante uma atenta revisao
do programa da disciplina de Andlise Matemaética.

4.3 Aplicagcao aos sistemas lineares
4.3.1 Equagoes diferenciais com condigoes iniciais

A utilizacao pratica da TL na anélise e sintese de sistemas lineares passa essencial-
mente pelas seguintes propriedades:

TL[Z a; fi(t)] = Z a; Fi(s), (4-3.1)

TL[f™(t)] = s"F(s) — s" ' f(0) — ... — sf"2(0) — f™(0), (4-3.2)
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com as quais as equagoes diferenciais em t se tornam equacoes algébricas em s. Na
pratica o problema é quase sempre dividido em cinco etapas sucessivas:

1) transformar a equacao diferencial numa equagao algébrica utilizando (4-3.2)

2) resolver a equagao resultante para a grandeza de saida Y (s)

4) encontrar o inverso y(t) = TLI[Y (s)]

5

)
)
3) desenvolver Y'(s) em fragoes racionais
)
) verificar o resultado

Exemplos:

A) Seja a seguinte equagao diferencial de primeira ordem

dy
— 4+ by = x(t
adt+y x(t),

com z(t) = e~ “u(t). Podemos desde ja escrever a passagem para o dominio s,

1
alsY (5) = 9(0)] + B () = X(s) = ——
isto é
Y (s) = a(s+c)y(0) + 1 ,
a(s+b/a)(s+c)
ou também, decompondo em fracgoes racionais
Ay Ay
Y(s) = s+b/a N s+c’
com
A = (ac —b)y(0) + 1 A2:;1’
ac—b ac—b

e de onde se pode deduzir o resultado
y(t) = [Are % + Aye=u(t).

A verificagao do resultado faz-se, ébviamente, inserindo y(t) na equagao diferencial
inicial. Alternativamente poderiamos utilizar os teoremas dos valores inicial e final,
(4-2.32) e (4-2.33), respectivamente, para verificar o comportamento assimptético da
solucao obtida.

B) seja agora a equagao diferencial de segunda ordem

i () + 7i'(t) + 10i(t) = 6> u(t),
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com i(0) =3 A e i'(0) = 3 A/s. Podemos entao escrever, calculando a TL de ambos
0s termos,

s%1(s) — si(0) —4'(0) + 7sI(s) — 7i(0) + 101 (s) =

s+ 3’

de onde, resolvendo em relagao a I(s),

3(s% + 11s + 26) 8 3 2

Is) = (s5+2)(s+3)(s+5) s+2 s+3 s+5

e portanto a solucao final

i(t) = 8e 2 — 3¢ —2e7 t > 0.

Na pratica somos levados a considerar frequentemente, nao uma equagao tnica
para determinar uma das varidveis do circuito, mas sim um conjunto de equacoes
com varias variaveis, em geral ligadas entre elas, e por isso temos que colocar o
problema sob a forma de um sistema de equagoes.

Exemplo: considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais,

2dx 1dy
_— —_— —_—_— p— 2
3@ TP T3y /W=

ldx 2dy

EYREL]
com condigoes iniciais nulas, i.e., 2(0) = y(0) = 0. Aplicando a TL nos dois membros
de cada uma das equagoes acima obtemos,

+y =0,

2 1 2
(gs +1)X(s) — ng(s) = F(s) = B
1 2
—ng(s) + (gs +1)Y(s) =0,
das quais podemos deduzir por substituicao
2(2s 4+ 3 2 1 1
X(s) = 22+ 2 1
s(s+1)(s+3) s s+1 s+3
2 1 1
Y(s) = =

(s+1)(s+3) s+1 s+3
e finalmente aplicando a TLI,

o(t) = (2 —e ' — e ult),
y(t) = (7" — e u(t),

de onde podemos facilmente verificar as condigoes iniciais.
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4.3.2 Fungao de sistema

Podemos agora fazer uma generalizacao dos sistemas lineares de primeira e segunda
ordem ao caso de uma ordem superior n. Assim podemos dizer que a relagao entre a
entrada z(t) e a saida y(¢) de um sistema linear pode ser descrita por uma equagao
do tipo?

n dz m dj

Y x

dai— = bi—. (4-3.3)

- dv T dY
Neste caso, e para condigoes iniciais nulas, temos que tomando a TL de ambos os
termos,

bmsm+...+bls+boX
ap,S" + ...+ a1+ ag

daqui podemos deduzir a fungao de sistema, ou funcao de transferéncia, H(s),

Y(s) = (s), (4-3.4)

— -, 4-3.
X(5) ~ Sas (#3.5)

No caso em que os pélos sao todos simples, a fungao de transferéncia H(s) pode ser
representada sob a forma de

A A A,
H(s)=— + -2 4+ . + : (4-3.6)
S — 81 S — 8o S — Sp
entao a sua TLI escreve-se
h(t) = Are®' + Aye™ + ..+ A,e™, (4-3.7)

que é chamada a resposta impulsiva do sistema, i.e., é a resposta do sistema Y'(s)
quando o sinal de entrada é um impulso de Dirac, e entao visto que TL[z(t) = §(¢)] =
1, temos que Y (s) = H(s). Isto significa que a resposta impulsiva depende apenas da
funcao de transferéncia H(s) e por isso apenas do sistema ele mesmo e, em particular,
dos polos do sistema s;;7 = 1,...,n. Também isto nao é estranho pois os pdlos do
sistema sao aqueles que estao ligados a resposta natural do sistema, i.e., a resposta
do sistema sem excitagao - também chamada solucao da equagao homdgenea.

Exemplos:

A) sistema de primeira ordem sem condigoes iniciais: considere a figura 4.6, com
y(0)=0¢e

x(t) = e Hul(t).

Lalém de linear, o sistema descrito por (4-3.3) é dito invariante, porque os coeficientes a; e bj nao
sao uma fungao do tempo.
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X(t)

y(t)
—>— x[’r)zc%r] +y(f) —>—

Figura 4.6: sistema de primeira ordem.

Podemos directamente escrever

o(t) = 0 1y,

a partir da qual tiramos a TL
X(s)=CsY(s)+Y(s),
de onde a fungao do sistema H(s) é

Y(s) 1
X(s) Cs+1

H(s) =
Desta podemos determinar a resposta impulsiva h(t), que se escreve
1
h(t) = TLI[H(s)] = 6e_t/cu(t),

e sabendo que

1
X(s) = TLX ()] = —
portanto Y'(s) escreve-se
B 1/C _1/1-20) 1/(2C—-1)
YO =610~ 552 | sric

e finalmente
1 1

t) = e 4 ——
i) =l—5¢ 20— 1
serd a resposta do circuito no caso em que o sistema se encontra inerte no momento
inicial, i.e., quando y(0) = 0.

e u(t),

B) sistema de primeira ordem com condigoes iniciais: considere o mesmo sistema
da figura 4.6 mas agora com um valor inicial da saida y(0) = 2.

Nao sera necessario re-escrever todas as equacoes, mas sémente a TL da equacao
diferencial tendo em conta (4-2.29),

X(s) = ClsY(s) —y(0)] + Y(s),
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W oty iy

_ ayt), | YO
7 dT +X(T) - T

+=- 4y () —=—

2 o "ot

Figura 4.7: sistema de segunda ordem.

substituindo pelos valores ntimericos e pela transformada de X obtemos

1 2C

Yis) = G+2(Cs+1)  Cst 1’

utlizando o resultado da decomposicao do caso anterior, obtemos

o ]‘ —2t
v =l 56" Toe

e7HC 4 27 (1),

onde simplificando

1 2C

_ —2t —t/C

C) sistema de segunda ordem sem condigdes iniciais: considere agora o caso do sis-
tema da figura 4.7 com x(t) = 5e~*u(t). Pretende-se calcular a saida y(t).

Como anteriormente, podemos escrever directamente

Py(t) . dy(t) da(t)
o 2 2y(t) = 2=+ 20(t),

cuja TL é dada por
Y (s)(s* + 25 +2) =2(s + 1)X(s),

visto que X (s) = TL[z(t)] ¢ dada por

X(s) =

temos que, por substituicao na equacao anterior, e calculo das raizes da equacao do
segundo grau do denominador

5
s+ 2’

10(s+1)

Y{s) = G+2)(s+1—Htrlty)

dando origem a representagao no plano s da figura 4.8. A inversao faz-se por decom-
posicao da fracao polinomial,

Y(S) _ A1 Bl B2

s+2+s+1—j+s+1+j’
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onde podemos facilmente deduzir que

5

A =5,  B=-—1
1 ) 1 1+]7

com By = Bj. Por questoes de simplificacao do calculo ¢ frequente colocar os coefi-
cientes complexos sob forma exponencial. Assim podemos facilmente escrever que

31:56_]‘%,
e portanto
-5 ok eIt
Y(s) = ) .
S B vy p i pra)

Podemos agora calcular a TLI a cada um dos termos para obter
y(t) = [=5e 2 4 5le T eI eI T 17Dy (1),
ou ainda simplificando
y(t) = [=5e 2 4 5e e/ H) 4 eIy (1),
de onde deduzimos finalmente

y(t) = [10e~" cos(t — Z) — 5eMu(t).

Neste resultado final podemos facilmente identificar que o primeiro termo - oscilagao
em cos(t) - é a resposta do sistema em regime permanente e o segundo - exponencial
atenuada - é a resposta ao sinal de entrada x(t).

4.4 Calculo simbdlico

A 1ltima fase deste capitulo consiste em ultrapassar a escrita do sistema de equacoes
diferenciais, passando directamente a escrita simbdlica através do estabelecimento
das impedancias equivalentes de cada elemento do circuito directamente no dominio
s. Podemos comecar pela resisténcia R aos bornos da qual a tensao e a corrente sao,
obviamente, ligadas pela lei de Ohm, e as respectivas TL por

E(s) = RI(s). (4-4.1)

No caso da bobine temos que

di(t)
dt

e(t)=1L — E(s) = sLI(s) — Li(0), (4-4.2)
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Figura 4.8: polos e zeros no plano s.

e que no caso de condigoes iniciais nulas, fica reduzida a

E(s) = sLI(s). (4-4.3)

Por fim, no caso do condensador obtemos

i(t) = cdz(f) — I(s) = C[sE(s) — e(0)], (4-4.4)
E(s) = % (4-4.5)

no caso de condigoes iniciais nulas. Podemos entao resumir que, no caso de condicoes nulas,
as impedancias equivalentes a cada um dos elementos sao

1
ZR = R, ZL = LS, ZC = a (4—46)

4.5 Exemplos

Exemplo 1: utilizando o cédlculo simbdlico da TL, queremos saber qual a evolugao
da tensao Vi (t) aos terminais do condensador da figura 4.9 sabendo que no instante
t =0~ temos Vo = 1000 V. O interruptor S fecha-se para t = 0, abre para t = 1 ms
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> 2R Ve|==C
S $o@ 10nF

Figura 4.9: descarga de um condensador.
e fecha novamente para ¢t = 2 ms até 3 ms. Determine as expressoes de vo(t) e as
formas de onda para 0 < t < 3 ms.
Para 0 <t <1 ms, com o interruptor S fechado podemos escrever
Vo(s) = —Ral(s) (a)
I(s) = sCVs(s) — Cve(0) (b)
com a tensao inicial v(0) = 1000 V e Ry = 100 k2. Substituindo (b) em (a)
Vc(s)[l + RQC] = RgCUc(O)

Uc(O)
S+ 1/RQC

equacao da qual conhecemos a TLI que é

Vc(S) =

ve(t) = ve(0) exp —t/ Ry C

Para t; = Ims < t < t; = 2 ms, o condensador C' encontra-se em série com as
duas resisténcias Ry e Ry de 100 k(2 cada. Nesse caso o novo sistema de equagoes em
Laplace é

Vc(S) = —(Rl + RQ)](S) (C)
I(s) = sCVix(s) — Cve(ty) exp (—t1s) (d)

isto porque a TL da corrente no condensador entre ¢y e t5 é

I(s) = Nesty —/ u(t —tq) e dt

ou ainda

% dvc (t)

—ts
e dt
t1 dt

I(s)=C
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integrando por partes temos que

I(s) = Cloc(t)e 1> + sC [ vo(t)edt

t1

o que permite obter o resultado (d). De novo substituindo (d) em (c) e re-arranjando

os termos obtemos f Yo-tis
VC(S) = 'UC( 1)61
St mTm)C
com a TLI
vo(t) = ve(ty) exp —(t —t1) /(R + Ry)C

Finalmente para o caso to = 2ms < t < t3 = 3 ms, S fecha de novo e obtemos um
conjunto de equagoes semelhantes a (¢) - (d) com ¢y em vez de t; e apenas com a
resisténcia Rs em vez de Ry + Rs.

Ve(s) = —Ral(s) (e)
I(s) = sCV(s) — Cua(ty) exp —tas (f)
de novo resolvendo o sistema

vo(ty)e 28

VC(S) - S+ 1/RQC

com a TLI
ve(t) = ve(te) exp —(t — ta)/ ReC

A forma de onda de ve(t) é formada por arcos de exponencial decrescente com
ve(ty) = 367 v, ve(te) = 222 v e ve(ts) = 82 v.

Exemplo 2: a figura 4.10 representa um cicuito contendo apenas uma bobine e um
condensador (L=1/7% H, C=25 uF). Antes do interruptor S se fechar temos vo = 1000
V. Utilizando o calculo simbdlico da TL, determine:

a) a evolugao da corrente i(t) no circuito.
b) a evolugao da tensao vo(t).

a) Com o interruptor S fechado escrevemos

Vo(s) = Lsi(s) (a)
I(s) = —=CsVo(s) — Cve(0) (b)
resolvendo em relagao a I(s),
ve(0)/L

1) =-7/1c
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Figura 4.10: oscilador ideal.

pondo w2 = 1/LC,

Hoy e/ A A

(s + jwo)(s — jwo)  s—jwy S+ jwo

_ \/C/ch(O)

1 — 2]

i(t) = —\/gvc(()) sin(wot)

b) agora podiamos resolver o sistema em relagdo a Vi (s) mas é bastante mais
simples escrever

de onde

e finalmente a TLI

volt) = —Ldil(;) — VO Lo (0) cos(wot) = ve(0) cos(wot).
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5 Circuitos em regime transitorio

Nos circuitos considerados até agora os elementos passivos eram sempre puramente
resistivos, i.e., elementos que se limitam a absorver energia e a dissipa-la sob forma de
calor mantendo uma relagao de proporcionalidade entre a corrente que os atravessa
e a tensao aos seus terminais.

Conforme ja foi dito, a introducao no circuito de elementos capacitivos e indutivos
estabelece relacoes entre corrente e tensao que sao da forma integral e diferencial.
Por outro lado esses elementos podem, em certas alturas, absorver energia e noutras
liberté-la, tendo portanto uma certa capacidade de armazenamento. As correntes (ou
tensoes) de entrada e de saida dos elementos capacitivos ou indutivos podem nao ser
iguais e, a um determinado instante ty, dependem do sinal de entrada para t < t.
Temos neste caso um regime de funcionamento que é chamado regime transitorio.
Digo “podem nao ser iguais” porque em certos casos podem também ser iguais e
neste caso temos um regime dito regime estaciondrio. Um ou outro regime de fun-
cionamento depende do instante considerado e/ou do sinal aplicado. Neste capitulo
vamo-nos interessar pelo regime transitorio para o qual comecaremos por determi-
nar a solucao de alguns circuitos simples com bobines e condensadores e em seguida
caracterizaremos os tipos de circuitos encontrados de acordo com a sua tipologia.

5.1 Circuitos RC

Consideremos o circuito da figura 5.1. Neste circuito temos uma fonte de tensao de
valor e(t), varidvel, ligada em série com uma resisténcia R ¢ um condensador C. A
fonte de tensao varia como uma onda quadrada representada no grafico da figura
entre 0 e E volts. Estamos interessados em determinar como varia a tensao ve(t) aos
terminais do condensador C'. Vamos comecar por escrever a lei da malha

AN 4 ()

+
e((®) 12U == E
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Figura 5.1: circuito RC série (a) e forma de onda em e(t) (b).

e(t) = Ri(t) + ve(t), (5-1.1)
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por outro lado sabemos que

dvc(t)
dt -’

substituindo (5-1.2) em (5-1.1) temos uma equagao diferencial de primeira ordem com

segundo membro em v (t), que é

i(t) =C

(5-1.2)

dvc(t)
RO=C2 +ve(t) = e(h). (5-1.3)

Existem pelo menos duas formas de resolver a equacao (5-1.3): uma ¢ através da
solucao directa da equagao diferencial considerando primeiro a equagao homogénea e
depois a equacao forcada com segundo membro; a outra é utilizando a Transformada
de Laplace (TL) estudada no capitulo anterior. Vamos utilizar a TL, calculando a
TL de ambos os membros de (5-1.3) obtemos

RC[sVe(s) —ve(0)] + Ve(s) = E(s), (5-1.4)

sabendo que o condensador se encontra descarregado no instante inicial, v(0) = 0,
temos que

E(s)
1+ RCs’
Basta-nos agora considerar o sinal e(t) da figura 5.1(b) que se pode escrever como
e(t) = Fu_41(t) = Eu(t),0 <t <T/2 e por isso a sua TL nesse intervalo é dada por

Vo(s) (5-1.5)

B(s) == (5-1.6)

substituindo em (5-1.5) e decompondo em fragoes temos

E —F
Vo) = + 517 (517

de onde podemos tirar directamente a TLI
vo(t) = E[1 — e VR u(t) (5-1.8)

E claro que seria muito mais facil utilizar directamente o cdlculo simbdlico, o nos
permite nao passar pela equacao diferencial escrevendo imediatamente a partir do
circuito da figura 5.1(a) o par de equagoes

E(s) = RI(s)+ Vo(s) (5-1.9)
I = CsVg(s) (5-1.10)

onde consideramos logo que o condensador C' se encontrava descarregado no momento
inicial, i.e., que ve(0) = 0, e de onde tiramos logo (5-1.5).
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Figura 5.2: descarga de um condensador.

Quando a tensdo e(t) muda de E para 0 tudo se passa como no circuito equivalente
da figura 5.2 onde o condensador se descarrega progressivamente na resisténcia R
segundo uma equagao idéntica a (5-1.3) com e(t) = 0 e portanto a solu¢ao deduz-se
de (5-1.4) com E(s) = 0 e ve(0) = ve(T/2) exp(—sT/2), o termo em exponencial
significa apenas que tudo se passa em t = T'/2 em vez de em ¢ = 0 (ver discussao em
torno ao calculo de I(s) na equagao (d) do exemplo 1 de 4.5). Assim

ve(T/2)e 112
Ve(s) = C(lls , (5-1.11)
RC

e portanto calculando a TLI

(t—T/Q)}

volt) = vo(T/2) exp{~—=

(5-1.12)

e a forma completa de ve(t) estd representada na curva (a) da figura 5.3 para 7 =
RC = T/8. Calculando a derivada da fungao ve(t) de (5-1.8) obtem-se

dvc(t) FE
= — — -1.1
o 70 P t/RC (5-1.13)
de onde se deduz o coeficiente director na origem fazendo ¢t = 0,
d’Uc(O) , E
= = — -1.14
2 = p(0) = (51.14)
e por isso a equacao da recta tangente a curva ve(t) na origem escreve-se
E
t) = —=t 5-1.15
y(t) = =, (51.15)

quando esta recta atinge o valor final da curva y(t) = E temos que t = 7 = RC
conforme representado na figura 5.3. Se o valor de 7 = RC', que é chamada constante
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Figura 5.3: tens@o aos bornos de um condensador (a) e corrente de carga (b).

\ And

de tempo do circuito, fosse muito inferior a 7'/2 entao a carga seria muito rapida e
ao limite vo(t) = e(t). Se 7 fosse muito superior a 7'/2; entdo o sinal de saida nao
iria atingir o seu valor final no intervalo 7'/2 considerado e v (t) iria ser, ao limite,
desprezavel em relacao a e(t).

A corrente i(t) no circuito é dada por (5-1.2) onde v (t) tem a forma (5-1.8) para
t <T/2 e entdo

i(t) = %exp{—%}, (5-1.16)
para T/2 <t < T temos que
i(t) = —L;/Q) exp{—%}, (5-1.17)

e cujo gréfico estd representado na figura 5.3(b).

Em termos energéticos, utilizando a equagao (2-4.7), podemos dizer que a energia
armazenada no condensador quando carregado a tensao FE, é

1 1
We = §CE2 = 5QE, (5-1.18)
por outro lado a energia fornecida pela fonte é W = QFE, concluindo-se que s6 metade

da energia fornecida pela fonte é armazenada pelo condensador, sendo a outra metade
dissipada na resisténcia R.

Exemplo: consideremos o circuito da figura 5.4.
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e(f) v (1) L

Figura 5.4: circuito RL série.

Neste circuito estd representada uma fonte de tensao alternada semelhante a da
figura 5.1 e com a mesma onda quadrada a entrada. A fonte de tensao encontra-se
em série com uma resisténcia R e uma bobine L. Pretendemos determinar a corrente
i(t) atravessando a bobine e a tensao aos seus bornos vy (t).

Podemos comegar por escrever a equacao que rege o circuito,

: di(t)
Ri(t)+ L e e(t). (5-1.19)

Resolvendo como no caso RC através da TL, obtemos
RI(s) + L[sI(s) +i(0)] = E(s), (5-1.20)

com i(0) = 0 e E(s) = E/s chegamos a um resultado idéntico aquele encontrado
no caso do circuito RC, i.e., que a corrente i(t) no circuito se pode exprimir como
a soma de dois termos: um devido ao degrau unidade a entrada e outro que é uma
exponencial amortecida com uma constante de tempo dependente dos valores dos
elementos do circuito, neste caso a resisténcia R e a bobine L. Assim

E
I(s) = AT L/Rs) (5-1.21)
e portanto 5 A
i) =4 [1- exp{—EtH. (5-1.22)

A tensado vy (t) é obtida facilmente através da derivagao de (5-1.22) segundo (5-
1.23). A figura 5.5 mostra os gréficos da tensdo e corrente no circuito em fungao
do tempo para o sinal de entrada e(t). Podemos fazer o mesmo raciocinio acerca

dos valores relativos entre 7/2 e a constante de tempo do circuito que é neste caso
T=L/R.
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Figura 5.5: corrente (a) e tensdo (b) num circuito RL série.

v (t) = %exp{—%t} (5-1.23)

5.2 Circuito RLC

Na figura 5.6 colocamos em série uma fonte de tensao e trés elementos: uma resisténcia
R, uma bobine L e um condensador C.

R L i)

_|_
e(t) C

Figura 5.6: circuito RLC série.

A lei das malhas permite-nos escrever,

e(t) = Ri(t) + v (t) + ve(t), (5-2.1)
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substituindo as expressoes de v;, e vo obtemos

e(t) = Ri(t) + Ldid—(tt) + % / i(0)do, (5-2.2)

Utilizando directamente a representacao simbdlica para cada elemento do circuito e
que i(0) = ¢'(0) = 0, podemos escrever

I(s)

E(s) = RI(s)+ sLI(s)+ oS

(5-2.3)

e portanto, arranjando um pouco a equagao em ordem a I(s) e definindo as seguintes
constantes o = R/2L e w? = 1/LC, obtem-se facilmente

sE(s)/L
s2 4+ 2as + wd’

I(s) = (5-2.4)
Obviamente que a expressao da corrente i(t) resultante da TLI de I(s), vai ser com-
pletamente determinada pelas raizes da equacao do segundo grau que forma o de-

nominador de (5-2.4) - frequentemente denominada “equagao caracteristica”. Estas

raizes sao
S19 = —a /o — W3 (5-2.5)

Os casos possiveis segundo os valores relativos de « e wq estao resumidos na tabela 1
que acompanha a figura 5.7, na qual estao representadas as raizes no plano complexo.

A decomposicao em factores de (5-2.4) permite obter

I(s) = A . A (5-2.6)

7
s+a— /a2 —wi s+a+/a?—wi

co1m

Assim, podemos escrever a TLI[I(s)],

E —at
i(t) = ———_[eVe? it _ VPl (5-2.7)

2L\/a? — w}

Vamos agora estudar cada uma das quatro situagoes possiveis segundo os valores
relativos de « e wy.

a) Caso 1: regime nao amortecido

Neste caso temos que o = 0 e portanto as raizes sao imaginarias puras

s12 = Ejw, (5-2.8)
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regime raizes sinal de saida

1 nao a=0 51,2 = £jwo onda sinusoidal
amortecido

2 sobre a>wy| S12=—01,—qy | Aje 1t + Age !
amortecido

3 critico a=wy| S120=—-a=—-wy | (A+ Bt)e ™t

4 sub a<wy| S12=—a=xjwg seno amortecido
amortecido wg = \Jwi — a?

Tabela 1: caracteristicas dos quatro regimes de funcionamento possiveis dos circuitos

de sequnda ordem.

s lm
caso 2 \ \
caso 4, caso 1
l / Re
LY >
caso 3

Figura 5.7: raizes do sistema de segundo grau no plano complexo.

e a resposta é entao
E

ilt) = 2L jw?

[ejwot o e—jwot]

ou ainda B
i(t) = T2 sin(wot), (5-2.9)

e temos portanto um regime sinusoidal puro a frequéncia wy = 1/v LC.

b) Caso 2: regime sobre amortecido

Neste caso temos que a > wq e portanto as raizes sao reais

S120 = —a E/a? — Wg, (5-2.10)
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e a resposta é entao

E —at
i(t) = — e[Vt Vel (5-2.11)

20\/a? — w?

de notar que ambas as raizes além de reais sao negativas o que forma uma resposta
exponencial amortecida.

c¢) Caso 3: regime critico

Neste caso temos que o = wy, correspondente ao caso

L
:2 —_—
Fe ¢’

valor critico da resisténcia, e portanto temos uma raiz dupla s; = s, = —a. Se
nos limitarmos a efectuar esta substituigdo em (5-2.7) obtemos uma indeterminacao.
Deveremos entao utilizar o desenvolvimento em série da exponencial em torno a zero
para encontrar

E
i(t) 8 —————e""[1 + /a2 —wdt — 1 + /a2 — wit],

e ainda B
i(t) ~ fte_o‘t. (5-2.12)

d) Caso 4: regime sub amortecido

Neste caso temos que a < wy e portanto as raizes sao complexas conjugadas e
imaginarias puras
| L
R <2 ok

S12 = —a £ jwy, (5-2.13)
onde wy = /w2 — a? e a resposta é entao do tipo

assim

i(t) e sin(wqt). (5-2.14)

:L—wd

dando origem a uma sinusoide com pulsagao wy que se amortece exponencialmente
com o coeficiente de amortecimento «.

Exemplo: considerando o circuito de segunda ordem da figura 5.8 com i(t) =
5e?'u(t), pretendemos calcular a tensao es(t) aos bornos da bobine e da resisténcia
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Ve 2, L0

i1(t) @

Figura 5.8: circuito de segunda ordem.

em série considerando condigoes iniciais nulas. Comecando por estabelecer o sistema
de equagoes diferenciais, obtem-se

diy(t)

ea(t) = 2ig(t) + 2 s

e a corrente na bobine

in(t) =i (t) — %de;—p - %62(15),

por substituigao e reagrupando os termos em i1 () e ex(t) temos

di (1)
dt

d262 (t) 19 d62 (t)

2eq(t) = 2
dt? g T 2e)

+ 2i1 (1),
cuja TL é dada por

Ey(s)(s* + 25 +2) = 2(s + 1)1,(s),
visto que I1(s) = TL[i1(t)] é dada por

5

L(s) = ——
() s+ 2

temos que, por substituicao na equacao anterior, e calculo das raizes da equacao do
segundo grau do denominador

10(s+ 1)
(s+2)(s+1—4)(s+1+7)

EQ(S) =

dando origem a representacao no plano s da figura 5.9 e finalmente a TLI (caso
idéntico ao exemplo do capitulo 4.2)

es(t) = [5v/2e " cos(t — %) — BeHu(t). (5-2.15)
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Figura 5.9: polos e zeros no plano s.

Retomemos o exemplo do circuito de segunda ordem da figura 5.8, utilizando agora
o calculo simbdlico directamente. Podemos entdo escrever directamente a admitancia

S 1 1
Vs =244 _——
(B)=5+5+ 51

e, visto que I1(s) = 5/(s + 2), temos que

20s+1) 5
2425 +2s5+2’

EQ(S) =

equacao idéntica a anterior mas que se obteve apenas em dois passos. Na resposta
(5-2.15) podemos distinguir perfeitamente que o primeiro termo é devido a resposta
natural do sistema e o segundo termo é devido inicamente & excitagao i1(t).

5.3 Caracterizacao de circuitos em regime transitorio

Nos dois sub-capitulos anteriores estudamos a resposta dos circuitos a variagoes br-
uscas de tensao ou corrente. Estas variacoes sao frequentemente representadas por
fungoes do tipo degrau unidade u(t). A resposta de um circuito a um degrau unidade
¢ muito util em andlise de circuitos porque permite caracterizar o seu funcionamento
em regime transitorio. Toma por isso o nome de resposta indicial do circuito.
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Tendo em conta que as combinagoes de bobines, resisténcias e condensadores é
quase infinita tornando a analise extensiva impossivel optou-se por uma classificacao
dos circuitos segundo a ordem da (ou das) equagao(des) diferencial(ais) que o(s)
regem. Uma das grandes utilidades da resposta indicial é a de, sem conhecer o
circuito em detalhe (caixa preta), permitir determinar a ordem do circuito e portanto
a sua classificacao. Diz-se nesse caso que estamos a identificar o circuito a partir da
sua resposta indicial.

Neste capitulo vamos determinar quais sao os parametros caracteristicos dos cir-
cuitos de primeira e segunda ordem.

5.3.1 Circuitos de primeira ordem

A resposta indicial dos circuitos de primeira ordem é caracterizada por um regime
exponencial crescente ou decrescente tendendo para um valor assimptotico constante
quando t — oco. Uma das caracteristicas da resposta exponencial dos circuitos de
primeira ordem é que a sua tangente na origem intersecta o valor final da curva para
t = 7 = constante de tempo do circuito. A constante de tempo do circuito esta
intimamente ligada ao chamado tempo de subida a 5% que é o tempo que o circuito
leva a passar do valor inicial para o valor final menos 5% (ou seja para atingir 95%
do valor final). Prova-se que num circuito de primeira ordem o tempo de subida a
5% é t55 = 3T1.

5.3.2 Circuitos de segunda ordem

Contrariamente aos circuitos de primeira ordem, os de segunda ordem, podem nao
tender para um valor assimptotico quando t — oo e o seu comportamento é variavel
consoante os valores relativos dos seus parametros. Os quatro regimes de funciona-
mento possiveis tem quatro valores caracteristicos relevantes:

1. a frequéncia de oscilacao wg no caso nao amortecido ou sinusoidal puro

2. a frequéncia de oscilagdo wy = wpy/1 — £? do regime transitério no caso sub-
amortecido, onde £ = o/wy

3. o tempo de subida a 5%
4. o valor de sobre-tensao, que é o valor maximo em que o sinal de saida ultrapassa

o valor final

Para além disso outra caracteristica de um circuito de segundo ordem é que a
sua resposta indicial admite uma tangente na origem de inclinagao nula, o que per-
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mite diferenciar, por exemplo, um circuito de segunda ordem sobre amortecido dum

circuito de primeira ordem.

5.4 Exemplos

Exemplo 1: Considere o circuito da figura 5.10 (R’=10 K, R=1 KQ, C=10 uF,

E=10 V).

RI

W
v, (1) é R

LC | vy(H)

Figura 5.10: circuito do Exemplo 1.

a) calcule a expressao literal de vy(t) em funcao de vy(t).

b) se o sinal vy(t) tiver a forma representada na figura 5.11

V(1)

v

Figura 5.11: tensao v;(t) no circuito da figura 5.10.

Determinar a forma de vy(t) para T=2 s, T=20 ms e T=2 ms.

a) notando a corrente que percorre R', i(t) e as correntes em R e C respectivamente

i1(t) e i2(t) podemos escrever

vi(t) = Ri(t) + va(t)
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vo(t) = Riy(t) = é [iaryar, (b)

i(0) = (1) +iaft) = 20 4 o220, (©
substituindo (c) em (a),

v1(t) = %/Ug(t) + R'Cdvflit) + va(1), (d)
ou ainda y

R’C’Uz—(t) + (14 R'/R)va(t) = v1(t). (e)

dt

b) vamos optar por definir dois intervalos temporais: um para 0 < ¢t < T'/2 e outro
para T/2 < t < T. Calculando agora a TL da equacao do circuito e utilizando o
dado que v3(0) = 0 no primeiro intervalo,

/

R
R'CVy(s) + (1 + E)Vg(s) = Vi(s)
ou ainda
W)
R(Cs+1+R'/R

que depois de algum arranjo e com Vi(s) = E/s (visto que estamos no intervalo
0<t<T/2)

Va(s)

El
V- - -
2(5) s(1+7s)
com
__ RR'C . [ RE
R+ R R+ R’

Como habitualmente a TLI permite obter a forma temporal da tensao vs(t) procurada
v(t) = E'(1—e'7),

com os valores nimericos 7 =9 ms e E' = RE/R+ R’ = 0.9 v. Portanto a forma
de vy(t) é uma exponencial de carga do condensador com a constante de tempo de
9ms. Para T=2 s temos que T/2 >> 7 e vy(t) ~ vy(¢), para T=20 ms a constante
de tempo é da ordem de grandeza de T/2 e por isso temos uma exponencial perfeita
até 0.9 v. No caso extremo em que T=2ms, T/2 << 7 e nesse caso vé-se apenas o
inicio da exponencial o que parece uma linha recta obliqua - que pode ser confundido
com uma onda triangular. Neste ultimo caso dizemos que o sinal de saida vy(t) é
aproximadamente o integral do sinal de entrada vy (t).

No segundo intervalo de tempo, i.e., quanto 7/2 < t < T, a tensao de entrada
v1(t) muda de E para —E volts, o circuito comporta-se de forma idéntica ao exemplo
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do circuito RC estudado no inicio deste capitulo, com a diferenca que em vez de uma
tensao e(t) = 0 volts temos uma tensao negativa de —FE volts, de onde podemos desde
ja prever que o condensador em vez de se descarregar nas resisténcias R e R’, se vai
carregar a uma tensao de polaridade contraria de valor —E' = —RE/(R+ R'). Mas,
vamos ver as equagoes. Admitindo que no instante ¢t = 7'/2 a tensao atingida era
vo(T/2) = E'[1 — exp (—T'/27)], a TL da equagao que rege o circuito escreve-se

/
R'C[sVa(s) — va(T/2)e T/ + i —;R Va(s) = Vi(s) a
ou seja
R+ R
Va(s)[R'Cs + ; | = Vi(s) + R/ Cus(T/2)eT/2
ou ainda, depois de mais alguma arrumacao, e considerando que o novo sinal a entrada
é v1(t) = —F dando Vi(s) = =£ onde E’ e 7 tém os valores habituais
—E o T/2[1 — —sT/2
o) — BT = snaT /20— Ty

s(1/7+s)
A decomposicao em factores escreve-se agora

A, B
s 1/t+s

Va(s) =

onde por identificacio A = —E' e B = E' + v5(T/2)exp (T'/27) de onde tiramos
directamente a TLI de V5(s)

vy(t) = [~ B + E'e™™ 4 uy(T/2)e” T2 u(1).
Esta equacao permite tracar a resposta final do circuito para os dois intervalos para
0<t<T.

Exemplo 2: para o circuito RL da figura 5.12 determine:

a) a poténcia total fornecida pela fonte
b) a poténcia dissipada na resisténcia

¢) a poténcia armazenada na bobine

a) a poténcia fornecida pela fonte é p(t) = v(t)i(t). Assim, podemos escrever

di(t)
dt

o(t) = Ri(t) + L

81



WA

V(t)=4u(t) O L

Figura 5.12: circuito do Exemplo 2.

cuja TL com #(0) =0 é
V(s) = RI(s) + LsI(s)

ou, em fungao de 1(s),

Vi(s)/L
I(s) = ———.
(5) = 5 TL+s
Com V/(s) = 4/s permite escrever
4/L
I(s) = ——"+——
)= S®/LT9)
onde determinar a TLI de I(s) se faz como habitualmente decompondo em factores e
4 4
i(t) = Zult) + e

onde 7 = L/R.

Finalmente a poténcia escreve-se

16

I (1 — e TYu(t), com 717=L/R

()

b) a poténcia dissipada na resisténcia é igualmente

16

p(t) = Ri*(t) = E(l — e V) 2u(t), com T=L/R

¢) a poténcia armazenada na bobine

di(t
vp(t) = L—d(t) = 4e7 YT,

ou seja
1
pr(t) = §6€_t/7(1 — e Mu(t).
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6 Corrente alternada

6.1 Introducao

Comecamos primeiro por considerar apenas circuitos com fontes de tensao (e/ou
corrente) continuas (em inglés, DC=direct current). Em seguida faldmos de fontes
descontinuas, ou continuas por periodos, com bruscas mudangas de tensao (e/ou
corrente) e dissemos que o objectivo era o de simular interruptores e estudar assim o
regime transitério de estabelecimento das tensoes (e/ou correntes) nos circuitos com
condensadores e bobines.

E agora o momento de considerar circuitos incluindo fontes de tensao e/ou corrente
cujo valor nominal varie em funcao do tempo e por isso se chamam de tensao ou
corrente alternada (em inglés, AC=alternate current).

A forma temporal da corrente alternada pode ser de vario tipo: quadrada, si-
nusoidal, triangular, etc... desde que seja periddica e mude de sinal ao longo do
tempo podemos dizer que é corrente alternada. Porém, ja vimos anteriormente que
a corrente alternada de forma quadrada, por exemplo, pode ser considerada corrente
continua por intervalos. O mesmo poderiamos dizer da corrente alternada de forma
triangular que seria uma excitagao em rampa por intervalos. Neste capitulo concen-
traremos o nosso estudo na corrente alternada sinusoidal pois o seu estudo reveste-se
de particular importancia na pratica, por diversas razoes:

a) sabendo que todos os sistemas lineares se podem representar por um conjunto de
operagoes de diferenciacao e/ou integracao e que a derivada/integral de uma sinusoide
¢ ainda uma sinusoide, podemos facilmente comprender que a resposta de um tal
sistema a uma excitagao sinusoidal é também sinusoidal.

b) sabendo que qualquer funcao periédica pode ser representada por uma soma
de sinusoides (desenvolvimento em série de Fourier) podemos, usando o teorema de
sobreposicao, calcular a resposta de um sistema linear a cada uma das sinusoides
que formam o sinal de entrada e somar o resultado obtendo assim o sinal reposta
a qualquer funcao peridédica. Diz-se por esta razao que a sinusoide é uma funcao
prépria dos sistemas lineares.

6.2 Regime permanente sinusoidal

Nos capitulos anteriores estudamos a resposta transitéria de alguns circuitos com
condensadores, bobines e resisténcias. Vimos que essa resposta transitéria corres-
pondia, em termos das solugoes das equacoes diferenciais dos circuitos, a solucao
sem excitacao. Esta solugao também é chamada resposta natural ou nao forcada.
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A introducao do sinal de excitagdo no segundo membro dava origem a uma solucgao
particular e ao regime permanente quando ¢t — oo.

Vamos agora estudar a resposta forgada sem nos interessarmos do regime transitério
quando o sinal de excitacao é uma onda sinusoidal. A resposta forcada d&, neste caso,
origem ao regime permanente sinusoidal.

Como exemplo vamos considerar o circuito RL série da figura 6.1 quando v(t) =

Vi cos(wt).
R (1)

_|_
v(t) ]

Figura 6.1: circuito RL série em regime sinusoidal.

Neste caso, depois de passado o regime transitério, no qual intervem a inducao
inicial na bobine, o circuito deverd obedecer a seguinte equacao
di(t)

dt ’
sabendo a partida que a solucao da equagao tera também uma forma sinusoidal
podemos procurar solugoes do tipo

() = Ri(t) + L (6-2.1)

i(t) = I cos(wt) + Iy sin(wt), (6-2.2)
derivando e substituindo em (6-2.1) obtemos
(RI; — Lwly) sin(wt) + (RI} — V,,, + Lwly) cos(wt) = 0, (6-2.3)
que s6 se verifica se
Rl — Lwl; = 0 (6-2.4
RI, — Vi + Lwly, = 0 (6-2.5)

visto que uma funcgao seno e coseno de mesma pulsagao nunca se anulam simultaneamente.
Resolvendo em relagao a I e I permite obter

RV,

= ————
1 R2 + w22

(6-2.6)
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_ wlV,
R4 w22’

de onde podemos substituir em (6-2.2) e fazendo

I

B R
cos(o) = TR
) _ wlL
sin(o) = VR? +w?l?
escrever a forma final para a corrente

i(t) = Iy cos(wt — ),

com a amplitude

Vin
T VRt
e o termo de fase I
e
9250 = tan ( R )

v(t) - volts

3 0.02F
[
g
E  of i
I
£-0.02} i
-0.04 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
2
o 1
©
>
10
=
>
-2 L L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Tempo (s)

0.03

Figura 6.2: v(t), i(t) e vr(f) no circuito da figura 6.1.

(6-2.7)

(6-2.8)

(6-2.9)

(6-2.10)

(6-2.11)

(6-2.12)

Poderfamos ainda deduzir a tensao vy (t) aos terminais da bobine que seria neste

caso

di(t)

.y
ve(t) dt
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onde Vo = Lwly. Usando a relacdo —sin @ = cos(f + 7/2) podemos notar que,

T
v, (t) = Vi cos(wt — ¢g + 5), (6-2.14)
0 que nos permite determinar que vy (t) se encontra adiantado de 7/2 em relagao a

corrente i(t). A figura 6.2 representa a tensao v(t), a corrente i(t) e a tensao vy (t)
para V,, =3 v, R=100Q, L=0.1He f, = 100 Hz.

De uma forma alternativa poderiamos empregar a TL para resolver este circuito
utilizando directamente as ferramentas do calculo simbdlico. Assim podemos escrever
directamente

V(s) = RI(s) + LsI(s), (6-2.15)
€ por isso
Vi(s)
] p—y
()= 7 1s
com V(s) = TL[v(t)] = Vius/(s? + w?). Substituindo em (6-2.16) e decompondo a
fragao em s,

(6-2.16)

V.8 A B B*
I(s) = = 6-2.17
(s) (s2 +w?)(R+ Ls) 3+R/L+s—jw+s+jw’ ( )

Cco1m

ViR
TR
J— Vm
" 2R+ jwl)

Podemos entao deduzir a corrente i(t)

A:

(1) = VmRe_R/Lt+ Vin
YT TR T VR Da?

onde ¢y = tan"'(wL/R). A andlise da expressao (6-2.18) mostra-nos que a solugao
do problema é formada por dois termos: o primeiro diz respeito ao regime transitério
com a constante de tempo 7 = L/R, como encontrado nos exemplos do capitulo 5, e
o segundo diz respeito ao regime permanente sinusoidal e ¢ idéntico a solugao (6-2.10)
com (6-2.11) e (6-2.12).

cos(wt — ¢y), (6-2.18)

6.3 Notacao complexa e impedancias

O facto ja mencionado anteriormente de que uma excitacao sinusoidal a uma de-
terminada pulsagao w, tem como reposta em regime permanente ainda uma forma
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sinusoidal de mesma pulsagao, e apenas com uma diferenca de fase e de amplitude,
motivou a introducao de uma nogao simplificativa que é a nocao de fasor.

Comecemos por considerar a familia de excitagoes exponenciais complexas:

0 t <0,
onde X é um vector, possivelmente complexo, e onde R[] é o operador “parte real
de”. Podemos ainda notar a equagao (6-3.1) como

z(t) = R[X] (6-3.2)
R[| X |eted 0] (6-3.3)
| X e cos(wt + 6). (6-3.4)

Este vector encontra-se representado na figura 6.3, onde podemos notar que 6 é o
angulo inicial que o vector faz com o eixo das abcissas, ou termo de fase do sinal no
dominio do tempo, w representa a velocidade com a qual o vector gira em torno a
origem quanto o tempo aumenta e « é um coeficiente de atenuacao de amplitude.
Trata-se portanto de uma familia de fungoes que, segundo os valores de relativos de
a, w e 0 pode tomar as formas de exponencial pura (quando w = 0), sinusoidal pura
(quando a = 0) ou ainda sinusoidal amortecida, a # 0 e w # 0.

Figura 6.3: representacao do fasor.
A regime permanente sinusoidal obtem-se para o = 0 e nesse caso
z(t) = R{|X| 9}, (6-3.5)

cuja interpretacao é a de um vector X rodando no plano complexo no sentido anti-
horario com uma pulsacao w como representado na figura 6.3. Este vector é chamado
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fasor ou vector de Fresnel. Se considerarmos a projecao deste vector no eixo real
temos

2(t) = | X | cos(wt + 6), (6-3.6)

que nao é mais do que uma funcao sinusoidal de amplitude |X' | e pulsagdo w como
temos vindo a considerar ao longo deste capitulo. A hipétese simplificadora reside em
considerar nao o sinal real z(t) mais sim a sua representagao complexa X e realizar
todo o cdlculo em &lgebra complexa sabendo de antemao que o resultado serd a parte
real de | X|exp j(wt + 0).

A titulo de exemplo, vamos refazer o calculo efectuado para o circuito RL série
do capitulo 6.2 usando agora a notagao complexa. Observando a figura 6.1 podemos
escrever o fasor V' associado com a tensao v(t) como

V = RI + jwLl, (6-3.7)

onde I é o fasor associado com a corrente i(t) e a queda de tensdo aos terminais da
bobine v (t) = Ldi(t)/dt é simplesmente substituida por jwLI visto que

dp_d

— |70 = jol, 6-3.8
ST= ST = juT, (6:35)
e aqui reside toda a simplificacao da notacao complexa: as derivadas tornam-se
multiplicagcoes por jw e o0s integrais tornam-se divisoes por jw e, como resultado, as
equacgoes diferenciais tornam-se equacoes algébricas em jw !

Voltando a (6-3.7) escrevemos

—

V

[=——
R+ jwL’

(6-3.9)

e a solugao final encontra-se tomando a parte real de cada lado de (6-3.9) de onde se
obtem

- R—jwl =
de onde substituindo V por V,,ei*! obtemos
, RV, wLV,, .
Z(t) = m cos(wt) + m sm(wt), (6-311)

e que ¢ o resultado esperado se substituirmos (6-2.6) e (6-2.7) em (6-2.2).

Como antevisto em (6-3.8), em regime permanente sinusoidal e usando a notagao
complexa, a bobine tem uma queda de tensao

V, = jwLlI, (6-3.12)
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que é a forma da lei de Ohm em notagao complexa e que introduz a nogao de
impedancia Z tal que V = ZI e no exemplo acima a impedancia da bobine é
Z L = ij

Fazendo o mesmo raciocinio com o condensador temos que,

1
velt) = = / i(r)dr (6-3.13)
permite-nos achar a representacao em termos de fasores respectiva,
Vo = — / || dr (6-3.14)
C
17
= —— 6-3.15
Ciw ( )
= 7T (6-3.16)
com a impedancia equivalente
1
Zo = ——.
¢ JwC

Sera facil verificar que no caso de uma resisténcia R, a tensao e corrente sob forma
de fasor se encontram ligados por uma impedancia Zr = R.

6.4 Circuitos RC e RLC

Vamos agora aplicar os nossos conhecimentos em dois exemplos ja usados anterior-
mente no calculo do regime transitério. Consideremos o circuito da figura 6.4.

R i)

V) <

Figura 6.4: circuito RC série em regime sinusoidal.

Neste caso, podemos escrever . o
V=RI+ Vg, (6-4.1)
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ou usando a impedancia de C' e resolvendo em relacao a \70,
V = (14 jRCw)Vg, (6-4.2)
de modo andlogo ao da passagem de (6-3.10) a (6-3.11) podemos escrever

V, RCwWV,,

ve(t) = 1+ R2C%w2 cos(wt) + 1+ R2C2%0w2

sin(wt). (6-4.3)

R L i)

_|_
V(1) C

Figura 6.5: circuito RLC série em regime sinusoidal.

O caso do circuito RLC da figura 6.5 resolve-se também simplesmente escrevendo
a equacao das malhas (neste caso em notagao complexa)

-

L L

V =Rl 4 jwLl + ——; 6-4.4
Fjwll+ S (6-4.4)

. iwC .

[= J© % (6-4.5)

1+ jwRC — LCw? "’

e de novo se passa para o dominio temporal tomando a parte real de cada um dos
membros de (6-4.5). Deixamos esta tltima fase como exercicio de calculo.

6.5 Diagramas

No capitulo anterior introduzimos a nocao de fasor que é um passo essencial para o
uso da notagao complexa e a enorme simplificacdo que esta produz nas equagoes dos
circuitos em regime permanente sinusoidal. Notamos porém, que se esta potente fer-
ramenta de calculo for utilizada no célculo intermédio com o objectivo de determinar
apenas a resposta temporal, parte da sua economia perde-se no calculo da parte real
do sinal resposta.
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Com efeito, esta ferramenta adquire toda sua potencialidade quando se pretende,
nao obter a resposta temporal, mas sim a resposta frequencial de um determinado
circuito. Frequentemente pretendemos determinar qual a resposta de um determinado
circuito em regime permanente sinusoidal a diversas frequéncias do sinal excitacao.
A este tipo de resposta da-se o nome de resposta em frequéncia e é classicamente
representada em termos da relacao entrada-saida através de diagramas que sao: o
diagrama de Bode, diagrama cartesiano e diagrama polar ou de Nyquist.

Tomemos como exemplo o caso do circuito RC estudado atras. A relacao entrada-
salda pode-se escrever a partir de (6-4.2) como

1

T4 jRCw (6-5.1)

Ve
Aw = = =
()=

esta relacdo, que chamaremos A(w), e que neste caso é sem dimenséao, visto que a
relagao entrada-saida desejada é tensao-tensao, ¢ uma grandeza complexa que tem
moédulo e fase.

a) Diagrama de Bode

No diagrama de Bode representa-se o médulo e a fase em graficos separados sendo
a ordenada do médulo em décibeis (dB) e o da fase em graus. Em ambos os casos a
abcissa ¢é a frequéncia em Hz.

O modulo obtem-se no caso de (6-5.1) fazendo

v,
[A@)|am) = 2010g10 | = (6-5.2)
com .
Ve
\7| =V1+ R?C?w?, (6-5.3)
e portanto

|A(w)]ap) = —101log;o(1 + R*C*w?), (6-5.4)
pondo wy = 1/RC temos que

A(@)]@p) = —10log,o[1 + (50)217 (6-5.5)

a curva de fase, notada /A(w), escreve-se com as mesmas definigdes a partir de (6-5.1)

[A(w) = — arctan(wio). (6-5.6)

Pode-se fazer a representacao de (6-5.5) e (6-5.6) notando alguns valores particulares e
assimptéticos. Na pratica o diagrama de Bode faz-se em papel dito semi-logaritmico,
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onde o eixo das frequéncias é, nao w, mas sim log,,w. Podemos entao notar que, por
exemplo, quando w — 0 o grafico do médulo tende para uma assimptota horizontal
de ordenada = 0 dB. Quando por sua vez w — o0, no caso do médulo, o racio
w/omegay >> 1 e portanto |A(w)lsg — —20log;ow + 20log;ywp, a assimptota é
—20logow + 201og,ywp 0 que, num grafico semi-logaritmico com X = log;qw, é do
tipo y(X) = —20X + Xy, o que representa uma recta de declive —20 e ordenada na
origem —20X, onde X; = log,,w + 0. Quer isto dizer que quando w varia para 10w,
X varia para X + 1 e portanto a recta y(X + 1) = y(X) — 20. Em resumo quando
w varia de uma década, i.e., ¢ multiplicada por 10, entao a assimptota “desce” 20
dB. Dizemos nesse caso que o grafico de amplitude admite uma assimptota de -20
dB/década quando w — oo. A curva de fase deduz-se facilmente da sua expressao
(6-5.6). Em resumo temos que

w— 0= |A(w)|us — 0dB /A(w) =0

w — 00 = |A(w)|@ry — —201log;,w + 201og;ywp LA(w) = —7/2
w = wy = |A(w)|@p) = —3dB [Alw) = —7/4

Modulus (dB)

|
N
o

=
o
=
o
=
o
N
N
o
%
-
o,
.>

Fase (graus)

-100 1 1 1
10 10 10° 10° 10

Pulsacao (rd/s)

Figura 6.6: representacao de Bode.

A titulo de exemplo, as equagbes (6-5.5) e (6-5.6) encontram-se representadas na
figura 6.6 para wy = 100 rd/s, i.e., fo = wo/2m = 16.9 Hz.

b) Diagrama cartesiano

No caso do diagrama cartesiano usa-se, como o nome indica, a notagao cartesiana
de um numero complexo. Assim, procura-se colocar a relacao entrada-saida sob a
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forma X + jY. No caso da equacao (6-5.1),

1 RCw

P .
+J 1+ R2C?w? J 1+ R2C?%w?’

(6-5.7)

da qual se deduz facilmente X e —Y que se tracam em geral no mesmo grafico semi-
logaritmico em funcao da frequéncia f como exemplificado no grafico da figura 6.7
para o mesmo valor de fy que anteriormente.

1

09

0.8

0.7

0.6~

0.5

0.4

0.3

0.2

n n L n n PR | n n LT PN
10 10 10° 10 10*
Pulsacao (rd/s)

Figura 6.7: representacao cartesiana.

c) Diagrama de Nyquist

Este diagrama utiliza a notagao polar complexa na qual um nimero complexo é
representado por um vector cujo comprimento é o médulo de A(w) (eventualmente
em dB’s) e o angulo ¢é a fase de A(w) parameterizado em f ou w. i.e.,

A(w) = |A(w)[ exp{jLA(w)} (6-5.8)

6.6 Caracterizacao da resposta em frequéncia

Neste capitulo aborddmos uma forma alternativa de estudar os circuitos através do
seu comportamento em regime de corrente alternada sinusoidal. As quantidades
interessantes sao nesse caso a medida da amplitude e da fase do sinal de saida em
relacao a amplitude e fase do sinal de entrada. Porém, na prética, é mais corrente
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estudar o comportamento em frequéncia do racio entre o sinal de saida e o sinal de
entrada que, em geral, é uma quantidade adimensional, complexa e significativa de
um ganho em tensao, corrente ou poténcia do circuito considerado.

Vamos agora determinar quais as caracteristicas de um circuito de primeira e de
segunda ordem, 1i.e., aquilo que se pode medir na pratica e que permite diferencia-los.

6.6.1 Circuitos de primeira ordem

Os circuitos eléctricos deste tipo, como por exemplo os circuitos das figuras 6.1 e
5.1, sao regidos por uma equacao diferencial de primeira ordem e tém uma funcao de
transferéncia do tipo

K

H(s) = — (6-6.1)

onde K e a sado constantes reais (positiva no caso de a). J4 vimos que neste caso
s = jw e por isso torna-se indiferente falar de s ou w. Neste caso a funcao tem um
polo em —a, mas poderia por exemplo ter apenas um zero e que seria igualmente um
sistema de primeira ordem, obtendo assim uma resposta em frequéncia para a qual

K
w—0= H(jw) - —
a

w— 00 = H(jw) — 0

admitindo os valores limites e as assimptotas como indicado no capitulo anterior. Em
resumo:

a resposta em frequéncia de um circuito de primeira ordem € caracterizada por um
valor mdximo quando w — 0 ou quando w — oo. Qutra caracteristica é de que a
inclinagao da sua assimptota quando H(jw) — 0 € de -20 dB/década (i.e. o sinal de
saida € atenuado de 20 dB cada vez que a frequéncia é multiplicada por dez). Mais,
a sua curva de fase tem uma excursao total de 90 graus.

6.6.2 Circuitos de segunda ordem

Neste caso estaremos em presenca, por exemplo, de uma funcao resposta do tipo
(mais uma vez é um exemplo tipo, poderia ser uma fun¢ao com dois zeros ou um zero
e um pdlo em vez de dois pélos)

2
Kwj
s2 + 2aws + wi’

H(s) = (6-6.2)
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de onde normalizando por w obtemos

K
1—(£2)2+ 2—O‘jw‘

wo wo

H(jw) = (6-6.3)

Fazendo os valores limites temos
w—0,= H(jw) — K

Y s, = Hijw) — 4{(%)2

Wo
Y 21,5 H(jw) = K-2°
wo 20w

w—o00,= H(jw) — 0

Podemos ainda verificar que neste tltimo caso, quando w — oo, que o moédulo de
H(jw) tende em dB’s para

| H(jw)las — —10log[(w/wo) ],

ou seja
|H (jw)|ap — —40logw + 40 log wy
e portanto tende para uma assimptota com a inclinagdo de -40 dB/década, i.e. o

dobro que nos circuitos de primeira ordem. Esta constitui uma das caracteristicas
mais importantes dos circuitos de segunda ordem.

Uma outra caracteristica tinica da resposta em frequéncia dos circuitos de segunda
ordem é a possivel existéncia de uma sobretensao. Por outras palavras, o valor
maximo da funcao pode nao ser obtido nem quando w — 0 nem quando w — oo.
Fazendo o célculo da derivada em relac¢do a w do médulo |H (jw)| (que deixamos como
exercicio) obtemos que essa derivada se anula para

w =0, wy, = twev' 1 — 202

temos portanto o aparecimento de um valor limite, que é a = v/2/2 tal que a <
V2/2,= nao existe sobretensio a > /2/2,= existe sobretensio o valor da so-
bretensao, quando ela existe, pode ser facilmente calculado como sendo

H(jw) = — 2
av1l —a?

No que diz respeito a fase deste circuito pode-se deduzir facilmente como sendo
variavel entre 0 quando w — 0 e -180 graus quando w — oo porque a curva de fase é
dada por

20w /wy
1 — (w/wo)?

e passa por isso sempre por -90 graus para w = wgy. A forma como evolui mais ou
menos rapidamente para as assimptotas depende essencialmente do parametro a.

P(jw) = —tan™"
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6.7 Exemplos

Exemplo 1: estabelecer o circuito de Thevenin equivalente para o circuito activo da
figura 6.8 (L; =5/w H e Ly = 4/w H).

50 L,
_Wl . 990, A
3Q
e: +
10cosot @
L.
B

Figura 6.8: dipdlo indutivo.

Em regime permanente sinusoidal a impedancia de Thevenin equivalente escreve-se

. . , 15 4 20y .

Visto que V;;, é medido em aberto podemos escrever directamente a partir do divisor
de tensao

. (3+4))E -
Vip = ———— = (0.5+0.25))E
th 8+ j4 0.5+ 7)

passando do fasor a componente temporal sabendo que E= Vi coswt 4 3V, sin wt

%{‘_/;h} = 0.5V, coswt — 0.25V,,, sin wt

pondo cos¢p = 0.5 e sing = 0.25 e utilizando uma relacao trigonométrica usual
podemos escrever

v (t) = Vi cos(wt + @) ¢ = tan"1(0.5) = 26.5°

finalmente o resultado
vy, = 10 cos(wt + 0.46)

Zi = 2.546.255
Exemplo 2: considere o circuito representado na figura 6.9.
a) determine a funcao de transferéncia T'(jw) = V;/V..

b) tragar no plano de Bode a curva de reposta en frequéncia deste circuito sabendo
que RC' = 1073 s/rd.
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¢) trocando R e C responda de novo as questoes a) e b).

d) quais sao as propriedades interessantes desta montagem ? O que se passa quando
a frequéncia é mantida fixa e fazemos variar R 7

R C
— W]

\ 4
—® —®
YAl V.

e
Figura 6.9: circuito desfasador puro.

Notando 7 a corrente tinica no circuito temos as equagoes nas duas malhas que sao

V,+V.+RI[=0 (a)
S oo T
AN S R (b)
jCw
de (b) podemos deduzir
I'=jCw(Ve—Ve) ()

substituindo (c) em (a) temos
V.(1+ jRCw) 4+ V.(1 — jRCw) =0

e finalmente

Vi  1-jRCw
T —_- = = —
) =% = 17 jRCw
b) o médulo escreve-se
T(jw)| =1

/T(jw) = tan ' (—=RCw) — tan ' (RCw) = —2tan ' (RCw)

curva de Bode extremamente simples pois o médulo é sempre constante igual a 0 dB
enquanto a curva de fase é um arco tangente entre 0 e -180 graus passando a -90
graus para w = wy = 1000 rd/s.
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N\ M N\
-\ _/ + -\ _/ +
Ve Ve

Figura 6.10: desfasador puro simétrico.

¢) o0 novo circuito encontra-se representado na figura 6.10

a partir do qual podemos escrever as equacoes nas duas malhas

I . .
— +Vi+Ve=0
jcw_* +
RI+V,—V,=0

tirando I da primeira e substituindo na segunda

JROW(-V, = V) + V.~ V, =

e portanto
. V., 1—jRCw
T - =
() "~ 1+ jRCw

O mddulo e a fase de T'(jw) escrevem-se respectivamente
T(jw)l =1
/T(jw) = —2tan ' (RCw)
e o diagrama de Bode ¢ idéntico ao caso precedente.

d) este circuito é um desfasador puro: introduz uma diferenca de fase em fungao da
frequéncia cujo valor se altera modificando a resisténcia R, nao introduzindo ganhos
nem perdas.
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7 Quadripolos

7.1 Introducao

Quadripolos sao redes complexas de dipolos onde sao definidos um dipolo dito de en-
trada e um dipolo dito de saida. De modo a facilitar a analise destas redes complexas
de dipolos utilizam-se algumas definicoes de correntes e tensoes que se encontram
exemplificadas na figura 7.1.

l]
—> —<
vili Q , $Vo
< >

Figura 7.1: definicao de tensoes e correntes num quadripolo.

A teoria dos quadripolos, que é o objecto deste capitulo, baseia-se numa defini¢ao
sistematica das relagoes possiveis entre as quatro grandezas definidas na figura 7.1,
i.e., U1, 11, Vg € 1. Estudaremos apenas quadripolos passivos, i.e., aqueles que nao
contém fontes independentes.

7.2 Parametros impedancia

Podemos definir um quadripolo passivo pelo seguinte sistema de equagoes

{Ul =zt + 21202 (7-2.1)
U2 = 22101 + Za2l2

os elementos z(.), devido a sua dimensao, sao chamados parametros impedancia e

definem-se do seguinte modo:

U1

211 = ._‘iQZO
11
U1

Z12 = ,—\2‘1:0
12
V2

221 = ,—\2‘2:0
11
(%

222 = ,—\2‘1:0
12

que sao respectivamente
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Figura 7.2: esquema de impedancias equivalente.

z11 : impedancia de entrada com a saida em aberto.

z12 : impedancia de transferéncia inversa com a entrada em aberto.
291 : impedancia de transferéncia directa com a saida em aberto.
z99 : impedancia de saida com a entrada em aberto.

cujo esquema eléctrico equivalente esta representado na figura 7.2.

7.3 Parametros admitancia

Podemos igualmente definir um quadripolo passivo pelo seguinte sistema de equacoes

{il = Y1101 + Y1202 (7-3.1)
1y = Y2101 + Y222 '

os elementos y(.), devido a sua dimensao, sao chamados parametros admitancia e
definem-se do seguinte modo:
21
Y = _|v2:0
0
!
Y12 = —fu1=0
V2

12
Yo1 = — |v2:0
U1

io
Y22 = —|u1=0
V2
que sao respectivamente
y11 . admitancia de entrada com a saida em curto-circuito.

Y12 : admitancia de transferéncia inversa com a entrada em curto-circuito.

121 : admitancia de transferéncia directa com a saida em curto-circuito.
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Figura 7.3: esquema de admitancias equivalente.

Yoo : admitancia de saida com a entrada em curto-circuito.

cujo esquema eléctrico equivalente esta representado na figura 7.3.

7.4 Parametros hibridos

Podemos também definir um quadripolo passivo pelo seguinte sistema de equacoes

{ v = ha1tr + higvg (7-4.1)

iy = hotty + hopvo
os elementos h(.y devido a sua dimensao, que ¢ varidvel segundo o caso, sao chamados

parametros hibridos e definem-se do seguinte modo:

U1

hll = |v2:0
11
U1

h12 - U_2‘i1=0

19
h21 - ‘1)2:0
1

io
hoo = —li1=0
V2
que sao respectivamente
h11 : impedancia de entrada com a saida em curto-circuito.
h1s : ganho em tensao inverso com a entrada em aberto.
ho1 : ganho em corrente directo com a saida em curto-circuito.

hos : admitancia de saida com a entrada em aberto.

cujo esquema eléctrico equivalente se encontra representado na figura 7.4.
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¢

\4 <+>h12vz hmi] @ h22|::| Va

Figura 7.4: esquema de parametros hibridos equivalente.

7.5 Correspondéncias entre as representagoes

Considerando a forma matricial correspondente aos sistemas (7-2.1) e (7-3.1) respec-
tivamente
v = Zi;

i=Yv,
podemos ver que Z =Y L.

Para o caso dos parametros hibridos temos que, por exemplo, para h;, fazendo
ve = 0 em (7-2.1) obtemos
U1 = z1101 + 21202
: ; 7-5.1
{ 0 = 209111 + 20202 ( )
e resolvendo em relagao a i, obtemos
212421

U1
h - Vo= - ) 7_5.2
11 _’i1| =0 211 P ( )

Deixamos como exercicio o calculo das outras relagoes entre os parametros hibridos
em funcao das impedancias e admitancias.

7.6 Outras relagoes entrada-saida de quadripolos

De forma corrente definem-se outras relacoes uteis entre as grandezas de entrada e
de saida de quadripolos. Estas sao:

a) a impedancia de entrada z, como sendo o racio entre a tensao e a corrente a
entrada do quadripolo

v
Ze = — (7-6.1)
11
notando que neste caso a saida do quadripolo podera estar em aberto ou fechada
por uma impedancia de carga z, distinguindo assim z. de z;.
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b) a impedancia de saida z, como sendo o récio entre a tensao e a corrente a saida
do quadripolo

v
2z, = = (7-6.2)

12
notando que, normalmente, neste caso a saida do quadripolo estarda em aberto
e a entrada podera ser atacada por um gerador de entrada tendo a respectiva

impedancia interna. Também aqui convém notar a diferencga entre z, e zg9.

¢) o ganho em tensao A, como sendo o ricio entre a tensao a saida e a tensao a
entrada do quadripolo

A, =2 (7-6.3)

U1

mais uma vez a saida podera estar fechada, ou nao, por uma carga zy.

d) o ganho em corrente A; como sendo o racio entre a corrente a saida e a corrente
a entrada do quadripolo

(>
A== (7-6.4)
31
neste caso a saida encontrar-se-a fechada por uma carga z, caso contrario a
corrente no circuito de saida seria indenticamente nula. Podemos facilmente
escrever que A; = —A,z/zp.

e) finalmente o ganho em poténcia A, como sendo o produto do ganho em corrente
pelo ganho em tensao, para um determinada carga,

A, = A A, (7-6.5)

7.7 Exemplos

Exemplo 1: consideremos o quadripolo da figura 7.5. Trata-se de um quadripolo
em II simétrico. Podemos escrever directamente

(Lo + 7
=210 2) = A5 EE )
YAVA
= -7 7-7.2
2+ Zs ( )
AVA
291 Z1 +Z2 +Z3 12 ( )
Za(Jy+ 7
20 = Z3) ) (71 + Zy) = Zl?’(+1Z—2+2Z>3 (7-7.4)
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Figura 7.5: exemplo de célculo.

No caso dos parametros admitancia podemos escrever que

I /A
M= 72,  Zaiy
B B 1
Y12 = Yo1 = 7
1 T+ 7

V2= 7y T Zss

Os parameétros hibridos sao neste caso

hi = 21//2Z,
Zy
h p—
12 7 + 7y
ho1 = —hiz
1
hao

 Z3/[(Zy+ Z)
Exemplo 2: considere o circuito da figura 7.6 e calcule:
a) le
b) Zio
a) temos entao

U1
Z‘igzo

le =
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e
. <>
L=l T |
Y M &
rC
V1 :<rb V2

Figura 7.6: circuito equivalente do transistor em base comum.
quando 23 = 0 o gerador de corrente controlado alimenta-se a ele préprio o que

implica que a corrente de entrada i; é igual a i1 = ¢ e por isso

v = (’T’e + Tb)il = Z11 =T+ 1

b) e agora para Zs,
U1
Z12 = -_|’i1=0
12

neste caso, como ¢; = 0 temos que © = iy e que v; = 11 dai que
Zipg=—=rm

12

Exemplo 3: considere o quadripolo Q da figura 7.7

a) decomponha este quadripolo em dois quadripolos em paralelo

b) calcule a matriz admitancia para cada um dos dois quadripolos de a)

¢) deduza a matriz admitancia do quadripolo Q
a) o quadripolo proposto é equivalente ao da figura 7.8, no qual vemos claramente
dois quadripolos 01 e ()2 em paralelo.

b) visto que os quadripolos estdo em paralelo torna-se claramente vantajoso repre-
sentd-los em funcao dos seus parametros admitancia. Para (), escrevemos

g .
1y = Y1101+ Y190
g ro
Ly = Yg1Uy + Yooy,
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1 1! 1 )
[
Vll | Q1 : lvz
z [
| 1 |
L
o — T
________ [
. r-—-,2.- - - - == -I.
o Z2 (i
| Q2 |
[ Z, |
|
[

Figura 7.8: simplificacao do circuito da figura 7.7.

e directamente yy, = 1/22Zy, yio = —1/27y, yby = —1/2Zy e yhy = 1/27;.
Para Q2

/AN /B "o
11 =Yttt Yials
/A /N no "
ly = Yo1U1 + YaoUs,
: " __ noo_ 0N I/—
e directamente yi, = 1/27Z,, yiy = y5, = 1/2Z5 e yhy, = 1/2Z,.

Y A Y R : : .
¢) podemos agora escrever v; = v} = v] e vy = vl = v} assim como com a lei dos nés
ip = 1) +1] e iy =i +1i5, de onde substituindo as correntes pelos seus valores a partir
das equacoes admitancia

. / " / "
iv= (Y11 + yi)ur + (Yho + ¥io)ve
. / i / "

i = (Yo1 + ¥o1)v1 + (Y22 + Ya)v2,

106



finalmente por identificagao
y11:1/221+1/222 y12:y21:—1/221+1/222

Yoo = 1/221 + 1/222
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A Tabelas e relacoes particulares

A.1 Relacoes Trigonométricas Usuais

1 2 1- 2
sinz + cos’x = 1 cos’ z = y sin®z = #
) eIt — eI eIr 4 eI eIt — e I%
siny = ——— CoSt = —— tane = ————
2] 2 j(ei® 4+ e—iv)
Adigao
sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb cos(a — b) = cosacos b+ sin asin b
tana + tanb tana — tanb
tan(a +b) = tan(a — b) =

1 —tanatanb ~ 1+tanatanb

Multiplicagao: com tana =t

2t
1(9a) = 2si _
sin(2a) sinacosa = ;-
1—¢
cos(2a) = cos’a —sin*a = 2cos’a — 1 =1 — 2sin*a =
1+t

2tana B 2t
1 —tan?a 1 —¢2

tan(2a) =
1 . . 1
cosacosb = §[cos(a +b) + cos(a — b)] sinasinb = §[cos(a —b) — cos(a+ b)]

1
sinacosb = §[sin(a +b) + sin(a — b)]

B p+q p—q B . p+tq . p—q
cosp + cosq = 2 cos cos cosp —cosq = —2sin sin
2 2 2 2
: P L U | . L. P=q pHq
sinp 4 sin g = 2sin cos sinp — sin g = 2sin cos
2 2 2 2
sin(p + sin(p —
tanp+tanq:M tanp—tanq:(piq)
COS P COS q COS P COS q
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Trigonometria Hiperbdlica

cosh z 4 sinh z = exp(z) coshz — sinhz = exp(—x) cosh’z — sinh?z = 1

sinh(a+ b) = sinh a cosh b+ sinh b cosh a sinh(a — b) = sinh a cosh b — sinh b cosh a
cosh(a+b) = cosh a cosh b+ sinh a sinh b cosh(a—0b) = cosh a cosh b —sinh a sinh b

sinh 2a = 2sinh a cosh a cosh 2a = cosh? asinh?a =1 4+ 2sin®a = 2cosh?a — 1
cosh?a — 1 4 cosh 2a inh?a — cosh2a — 1 tah? q — cosh2a — 1
2 2 cosh2a + 1
2 tanh
tanh 2a = ainc;
1+ tanh“a
2 2 er + e *
cosh jxr = cosx sinh jz = jsinx tanh jxr = jtanx

A.2 Desenvolvimentos em série

. CC3 SCS n z2'rL+1
sinv =2 — 5+ % +...+(=1) Ty

-+ 2 le(x)
2n

cosr =1-— g—? + % oA (D) gyt z*e(z)

tanx—x——+ IF > 1 2Pe(x)
sinha::a:—}—g—l—...jt(;n_l),—1—5172” Le(x)
coshle—l—%%—...—k%—i-x%e(x)

3 5
tanhz =z — & + 22 4+ 15¢(a)

. i :C_3 1.3.5...(2n+1) p2n+l _ 2n+1
arcsINT =T + F + ... + 5550 G e(x)

5

arctanx = ¢ — z° —+ % + ...+ (_1)n g2ntl

3 et T 2 He(x)

o 23 n1.3.5...(2n+1) g2n+1 n
sinh 'z =2 — 5T+ (1) 2.4.6.?(2:)) s T a?"e(x)

3 2n-+1

tanh 'z = = + ol P o —(gnﬂ)! + 22 le(x)

ot

N
w

er =1+

8

+ L+ LS+ + Lt ame(n)
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3

log(l+z) =2 — % F L (=) ()

n

(1+x)°‘:1+ozx—|—oz(oz—1)%2+...+0z(oz—1)...(a—n+l)%+x”e(x)

= =14+z+2*+ .. 42"+ 2"(z)

_"E—

HLI:1_g;+gg2—x3—|—...+(—1)”x”+x”e(a:)

A.3 Algumas relagoes tteis

A.3.1 Integrais

o —az? .. 1 [m
Jo~e dx—z\/:

0 —ax? _ 1
Jo rem " dr = 5

00 .2 —ax? _ /T
Jo xte " dr = 55

0o .3 —ax? _ 1
Joo wlem " dr = 55

o 4,—az® j.. _ 3 [m
e s = o fE

A.3.2 Séries

n

Geométrica: uy + qui + ¢*up + ...+ ¢ tuy = uy 11__qq

Aritmética: uy + qui + 2quq + ... + (n — 1)quy =

A.3.3 Derivadas

(/@) = log aa’@ f'(z)
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A.3.4 Trigonometria do circulo

0] 3§ i 3 | 9
sinz | 0 | 1/2 [v2/2[V3/2]| 1
cosz | 1 [v3/2|V2/2] 1/2 | 0
tanz | 0 | v/3/3 1 V3 | o0
cotx | oo | V3 1 V3/31 0
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B Folhas de Exercicios

B.1 Poténcia, corrente e tensao

Exercicio 1:
Se a relagao entrada-saida de um sistema for dada por

a) y(t) = 0

determine se se tratam de sistemas lineares.

Exercicio 2: Calcule a poténcia média dissipada numa resisténcia de 12 ) por cada
uma das correntes peridédicas desenhadas na figura B.1.

@

T
2r 4
€ of
_2 - -
_4 | | | | | | |
0 1 2 3 (ﬁ) 5 6 t(rr?s) 8
8 B T T A
6 - -
=4l 4
2r 4
0 | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 (&3 0.25 0.3 q(§53 0.4
T
41 4
S 2f
o 4
_2 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(ms)

Figura B.1: os valores maximos nos graficos (a), (b) e (c) sao 4, 9 ¢ 6 A, respectiva-
mente.

Exercicio 3: para cada uma das correntes do problema anterior calcule os seus
valores eficazes.
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B.2 Elementos de circuitos

Exercicio 1:

Um condensador de capacidade 2F tem aos seus terminais uma tensao v(t) como
desenhada na figura B.2. Calcule:

a) a corrente i(t) que o atravessa,
b) a sua poténcia p(t) e

c) a energia nele armazenada w(t), supondo que o condensador se encontrava
descarregado no instante inicial.

A V[T]

v

0 1 2 3 4

Figura B.2: tensao v(t) aos terminais do condensador.
Exercicio 2: Determine a resisténcia equivalente vista da fonte do circuito e a
poténcia fornecida pela fonte da figura B.3.

20 1Q

VW

4Q

i §39 360 = S0

Figura B.3: exercicio 2 - folha 2.
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B.3 Leis e teoremas fundamentais 1

Exercicio 1: Considere o dipolo da figura B.4. Calcule V4 — Vp.

e

e,
R R R R

A I 2 | + 8l 4 B
W I -|-I|

Figura B.4: dipolo AB.

Exercicio 2: Considere o circuito da figura B.5.

o

B
, Y R'[R-R
i

Figura B.5: potenciémetro.

a) calcule o valor de x de modo a que I, = 0.
b) determinar o valor de Iy en funcao de E e z.

c¢) determinar a sensibilidade dls/dR’' para valores de I, préximos de 0.
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Exercicio 3: Calcular o valor da diferenga de potencial V4 — Vg no circuito da Figura
B.6.

A

1 OQ{ 100v| 20v | 10v

4Q=T O.5¢2 O.50

B

Figura B.6: circuito do exercicio 3.
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B.4 Leis e teoremas fundamentais 11

Exercicio: Determine quais os circuitos de Thevenin e/ou Norton equivalentes aos
seguintes dipolos:

(@ R L) R v|_ (c) (d)

(e) V (f) (9)_I|V_ (h)
'@ %R '@ %R—I—V '8 |@%

(m) (n) (0) R

| R Re_L R,

V? |$ -|-V h ,
T |
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B.5 Leis e teoremas fundamentais III

Exercicio 1: Calcular as correntes nas diferentes porgoes do circuito da figura B.7.

50 ; 10 Q2
A i, B A :.Ii C
is

10 ©

10 v 40 v

= 1l

" D -+

Figura B.7:

Exercicio 2: dado o circuito da figura com uma fonte controlada vs(t), determine a
relagao vy (t)/i(t)

g vA=2vd
O
(Lt 3R

Exercicio 3: calcule a poténcia fornecida por cada uma das fontes da figura.

3MA
Vi l5Q ?%9820\/]?1]_09@13”%

WA
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B.6 Transformada de Laplace 1

Exercicio 1: para as seguintes funcoes
g(t) = tu(t) + 2u(t) + 20(t)
u(t) = 10e~5(t — 0.1)
w(t) = cos(5t)u(t)
2(t) = sin(2t)u (1)
y(t) = [cos(4t) — sin(4t)]u(t)
2(t) = V2 cos(t — w/4)u(t)
(1) COS(3t) (t)
t)
)

~.

D

[4e — 3 cos(2t)]u(t)

t) = [2e7* cos(t) — e H|u(t)

(
p(
a) calcule as suas transformadas de Laplace, exprimindo o resultado sobre forma
de fracgao racional.

b) represente os seus pélos e zeros no plano s.
Exercicio 2: para as trés fungdes f(t), g(t) e h(t) abaixo calcule as suas TL e em

seguida a partir do resultado determine os valores iniciais e finais de f(t), g(t) e h(t).
Finalmente calcule a drea sob cada uma das func¢oes temporais.

f(t) = Ae “u(t)
g(t) = B(1 —e™*)u(t)
h(t) = Cte=*u(t)
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B.7 Transformada de Laplace 11

Exercicio 1: calcule as TLI das seguintes funcoes

_ 1o
W('S) - s2+s25

X(s) = 32

Y(S) _ 82+28-:22+6571

2
Z(s) = Zieea

_ $3435%2455+6
E(S) 5245546

(2552 +10s42)e”0®
F(s) = 7 ——

_ [T(sta)+1]e”T(Fe)
G(S> _ s242as+a?

H(s)=20(s+a)™®

_ 25245549
I(s) = wime(ern

M(s) = 532—(1%5__;) (faga um esbogo de m(t))

Exercicio 2: considere o circuito inerte da figura

_e1(tl
@

Wl O,

=

a) calcule H(s) = Es(s)/FE1(s)
b) determine H(0) e H(o0). Verifique o seu resultado com o circuito.

c¢) determine a equagao diferencial que liga es(t) a eq(t)
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B.8 Regime transitorio

Exercicio 1: considere o circuito inerte da figura B.8 em regime transitério.

VW,
Ve(t) (J)T —3F 3Q %

4Q ||2F
I

vdt)

Figura B.8: malha em regime transitério

a) utilizando o calculo simbdlico calcule o ganho em tensao A(s) = Vi(s)/Ve(s),
onde V,(s) e Vi(s) sao as Transformadas de Laplace de v.(t) e vs(t), respecti-

vamente.

b) determine e represente no plano complexo os pélos e zeros de A(s).

c¢) determine a resposta vy(t) ao um degrau de amplitude 3 V, v.(t) = 3u(t).

Exercicio 2: considere o circuito RL paralelo da figura B.9. Quando o interruptor

se fecha, e sabendo que as condigoes iniciais sao nulas,

>4 n
@ VISR

i
EL

Figura B.9: circuito RL paralelo

a) calcule a tensao v(t)
b) calcule as correntes ig(t) e ip(t)

c) represente estas trés grandezas no mesmo gréfico
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Exercicio 3: considere o circuito RLC paralelo da figura B.10. Segundo os valores
relativos de R, L e C calcule e represente a partir do momento em que o interruptor
se fecha sabendo que as condicoes iniciais sao nulas:

| @ v e R L —=C

Figura B.10: circuito RLC paralelo

a) calcule e represente a tensao v(t)

b) calcule e represente as correntes ig(t), ic(t) e ir(t)
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B.9 Regime permanente sinusoidal

Exercicio 1: considere a rede da figura abaixo onde e é um gerador de tensao
sinusoidal ideal.

Z1 ZS Zs A

— 1 [ } { } L

© [z [z z

a) calcule o circuito equivalente de Thevenin visto entre os pontos A e B

b) com Zy = Z, = Zs = R, Zy = 1/jwC, Zs = 1/jw5C e e(t) = Esin(wt + 0.3),
calcule numéricamente vy, (t) e 2y, sabendo que R = 1Q e C = (wv/5)7L.

c¢) determine a relagao existente entre as impedancias para que a corrente em Z
seja independente de Z.

d) determine a relacdo existente entre os Z; para que a tensao aos bornos de Z
seja independente de Z.

Exercicio 2: considere os dois circuitos representados abaixo em regime permanente
sinusoidal.

c :
RE—
v Ry Y R 2p v,

a) trace para cada circuito a curva de resposta em frequéncia V;/V, (amplitude e
fase

)

b) a que tipo de filtro pertencem estes circuitos 7

¢) qual o atraso de fase introduzido por estes circuitos ?
)

d) que utilizagao particular se podera fazer do primeiro circuito quando RCw << 1
?
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B.10 Quadripolos I

Exercicio 1: Considere o circuito da figura abaixo e calcule:

4

W

a) o quadripolo de impedancias correspondente
b) o quadripolo de admitancias correspondente

¢) o quadripolo de parametros hibridos correspondente

Exercicio 2: Para o circuito da figura determine 5.

/\ !

N\ I
2

- W <+

3
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B.11 Quadripolos II

Exercicio 1: Considere o quadripolo da figura abaixo

RO

W

e e

V, <R/CI

a) determine a matriz admitancia correspondente
b) deduzir a expressao do quociente V5/V; quando I =0

¢) calcular o médulo de V5/V) e mostrar que este passa por um valor minimo para
um valor wy da pulsa¢ao. Determinar wy e |Va/Vi|min-

d) qual é a diferenca de fase para w = wqy 7
e) estudar a variacao de |V3/Vi| em funcao de a.
f) quais os limites de |V2/V;| quando w — 0 e w — 00 ?
g) qual a utilidade deste circuito ?
)

h) aplicacao numérica: R=575012, C=9400 pF, a=2.6 e a=10.
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Exercicio 2: considere o quadripolo da figura abaixo

a) demonstramos que
—Zl ] [1}2]
1 19

[i]-

determinar o quociente |v;/i1| para i = 0. Aplicagdo no caso em que Z = 1/jCw.

b) determine a rela¢do v, /v, para dois quadripolos idénticos ao da figura acima em
cascata sempre com a corrente de saida nula. Aplicacao ao caso Z = 1/jCw.
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C Solucoes das Folhas de Exercicios

C.1 Poténcia, corrente e tensao
Ex.1: demonstracao

a) linear

b) nao linear
Ex.2:

a) 96 W
b) 216 W
¢) 144 W

Ex.3:

a) 2.82 A
b) V18
c) V12

C.2 Elementos de circuitos

Ex.1:
, C 0<t<l1
a) Z(t):{_(]/z 1<t<3
b) p(t) = i) = {1y 39 12123

&) wit) = t2 0<t<1
O 1/4(#*—-6t+9) 1<t<3

Ex.2: R.,=10/3Q, P=7.5W.
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C.3 Leis e teoremas fundamentais I

Ex.1: VA — VB = —Rlil + RQiQ — €9 + Rgig — R47;4 +eyq

Ex.2:

a) X =(R'/R)E

_ __ XR-R'E
b) I = —rR—R'(R—R')
0) dly _ —-E
dR'I,=0 ~ R2?—R'R—rR

Ex.3: Vy—-Vg=-106V

C.4 Leis e teoremas fundamentais I1

Vin In Ren

a) ? I 00

b) ? I 00

¢) V +RI I+V/R R

d) % 00 0

e) V +RI [+V/R R

f) Vv 00 0
.8 i I 00
Ex.1:9) R(L + 1) L+ I R
i) Vi 00 0

J) ? Il + 12 o

k)  (VaRy + RoVi)/(Ry + Ry) Vi/Ri+Va/Ry Ry//Ry

1) Vv 00 0

m) RI I R

n) Vv I 0

O) ? Il + 12 o0

C.5 Leis e teoremas fundamentais II1

Ex.1: i, =—1A;iy=25A;i;=15A.

Ex.2: v/i=—R.
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Ex.3: PgmA = 30/LW, P13mA = —130/LW, PQO»Ul = —2mW.

C.6 Transformada de Laplace I

Ex.1: a)
g) G(s) = (25 + 25+ 1)/s°
v) V(s) = (10/y/e)e™"
w) W(s) = s/(s* + 25)
x) X(s) =2/(s* +4)
y) Y(s) = (s —4)/(s* + 16)
z) Z(s) = (s +1)/(s* +1)
i) I(s)=(s+2)/(s*+4s+13)
e) E(s) =60/[(s+ 1)(+4)(s* +4)]
p) P(s)=(s*+42+3)/[(s* + 45+ 5)(s +2)]

b) representacao grafica.
Ex.2:

f) F(s)=A/(s+a); f(0) = 4; f(o0) = 0; Sup=A4/q;
g) G(s) = Ba/[s(s +a)]; g(0) = 0; g(o0) = B; Sup=0o0;
h) H(s)=C/(s+ a)? h(0) = 0; h(co) = 0; Sup=C/a?;

C.7 Transformada de Laplace 11
Ex.1:

W) w(t) = 10 cos(5t)u(t)

X) () = 2v/2cos(5t + 7 /4)u(t)
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Y) y(t) = 6(t) + 2u(t) + 2tu(t) + 3t2u(t)
7) z(t) = 6(t) + 2 exp(—t) cos(t)u(t)
E) e(t) = 8'(t) — 26(t) + 9 exp(—3jt)u(t)
F) f(t) = [25+ 10(¢t — 5) + (t — 5)?]u(t — 5)
Q) g(t) = [T exp[—a(t + T) + (t — T) exp(—at)]u(t — T)
H) h(t) = 10t% exp(—at)u(t)
1) i(t) = [texp(—t) + 2 exp(—T7t)]u(t)
M) m(t) = (1 — t)u(t) + (¢t — Du(t — 1)
Ex.2:

a) H(s)=3/(s*+4s+8)
b) H(0) =3/8; H(o0) = 0;

c) Loy dea 19 50y = —3/2%0

C.8 Regime transitorio

Ex.1:

a) A(s) =

6s
7252426541

b) gréfico; um zero em sy = 0 e dois pdlos reais em s; &~ 0.0437 e sy = 0.317

C) vy(t) = 65.8(c 00437 _ —0.317t)

Ex.2:

a) v(t) = Rl exp(—t/T) com 7 = L/R;
b) in(t) = Lexp(—t/7); ir(t) = —I(exp(—t/7 — 1);

¢) gréfico;
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Ex.3: a=1/(2RC)=0

a) v(t) = C%}O sin(wot) com wy = 1/vLC;
b) ir(t) = 0; ic(t) = I cos(wot); ir(t) = I[1 — cos(wpt)]; grafico.

= 1/(2RC) > Wy

a) ’U(t) = C(Tll—rg (er1t o erzt);
b) ZR(t) RC(?“I1—r2 (erlt_emt); Zc(t) = r1£r2 (Tlerlt_r2er2t); ZL(t) = LC(TI1—T2 (rl_lerlt_
ry terst):;
— 1/(2RC) = wo

a) v(t) = 1/Ctexp(—at);
b) ig(t) = (I/RC)texp(—at);
ic(t) = Iexp(—at)(1 — at);
ir(t) = I[1 — exp(—at)(1 — at/2)]; gréfico.

= 1/(2RC) < Wy

a) v(t) = I/(Cwy) exp(—at) sin(wgt) com wy = /wi — a?;

b) ’LR(t) (I/RCwq) exp(—at) sin(wgt);

ic(t) = —1I/sin(¢) exp(—at) sin(wqt — ¢) com

= arctan(wg/a);

ir(t) = I{1 — [exp(—at)/ sin(¢@)] sin(wqt — @) }; grafico.

C.9 Regime permanente sinusoidal

Ex.1:
a) ‘/th = (24226)/[(24 -+ 23)(21 + 22) + 2122]; Zth — <5 + Z4//(23 + Zl//ZQ);
b) v (t) = 5/mcos(wt + 0.3 — 7/2) e zy = (17 — j3/5) /11,
C) zuy >>Z = z5 >> 7,
d) parav =y, = 2y << z =25 = 0e 24/ /(23+ 21/ /22) << Z;
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Ex.2:

a) T1(jw) = jRCw/(1 + jRCw); Ty(jw) = (1 + jRCw) /(2 + jRCw); gréficos;

)
b) T; passa-alto; Ty ”amplifica alto”;
¢) no maximo 7/2;

)

d) a saida é proporcional a derivada da entrada;

C.10 Quadripolos I

Ex.1:

a) 211 = 23/8, 213 = 291 = 19/8, 290 = 31/8;
b) Y11 = 31/44, Y12 = Y21 = —19/44, Yoo = 23/44,
C) h11 = 44/317 hlg = ]_9/3]., h21 = —19/31, h22 = 8/31,

Ex.2: y;,=—1/9.

C.11 Quadripolos I1

Ex.1:

a)
_ jaRCuw(a + jRCw) +a + 2jRCw

= aR(a +2jRCw)
yi2 = [1 = 1/a*> = (1/jCw + R/a)(y22 — 1/aR)]/(R/a);
Yo1r = —y12; Y22 = yn1

b) U2/U1‘i2=0 = —Yo1 /Y2

c)

e L= (ol d(wen)?
0~ @ (@) + (@ + 27 wfwn)

Wy = 1/RC, |U2/U1|min = 2/(2 +a2);
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d) ¢(wo) =

e) a—0,|vg/v1| — 1; a — o0, |va/v1] — 0.

)
)
f)
)
)

S

— 0, |vg/v1] = 1; w — 00, |vg/v1| — 1.

g) circuito corta banda.

h) (algum candidato?)
Ex.2:

a) vi/ir =R+ Z;

b) vy/ve = (R*+2ZR + Z% + Z2R?) /(R + 22):
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D Temas de avaliacao em anos anteriores

D.1 Exame, Epoca normal de 2002

Faro, 21 de Junho de 2002

Engenharia de Sistemas e Computacao
Engenharia Fisica Tecnologica

Exame de Analise de Circuitos

Consulta: nenhum documento autorizado.

Duracao: 2 horas e 30 minutos

Problema 1: considere o circuito inerte da figura D.1 em regime transitorio.

4Q ||2F
I

VW

+ — t
"0 @ ——3F 3Q§ vdt)

Figura D.1: malha em regime transitério

a) utilizando o calculo simbdlico calcule o ganho em tensao A(s) = Vi(s)/Ve(s),
onde V,(s) e Vi(s) sdo as Transformadas de Laplace de v.(t) e vs(t), respecti-
vamente.

b) determine e represente no plano complexo os pélos e zeros de A(s).

¢) determine a resposta vy(t) ao um degrau de amplitude 3 V, v (t) = 3u(t).
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Problema 2: considere a figura D.2.

€) (b) (©

Figura D.2: quadripolo (a), quadripolos em série (b) e quadripolos em cascata (c).

a) calcule a matriz impedéancia Z do quadripolo da figura D.2(a).

b) colocando dois quadripolos idénticos ao da figura D.2(a) conforme represen-
tado na figura D.2(b) (série), determine a matriz Z; do novo quadripolo assim
formado.

¢) deduza da alinea anterior a expressao da matriz impedancia Zy de N quadripo-
los idénticos montados de forma semelhante ao da figura D.2(b).

d) coloque agora dois quadripolos iguais ao da figura D.2(a), conforme indicado na
figura D.2(c) (cascata). Calcule a nova matriz impedancia do quadripolo assim
formado.

e) poderd, como fez em c), determinar a matriz impedancia equivalente a N
quadripolos idénticos a Z em cascata ? Explique porqueé.

134



D.2 Exame, Epoca de Recurso 2002

Faro, 8 de Julho de 2002
Engenharia de Sistemas e Computacao
Engenharia Fisica Tecnoldgica

Exame de Analise de Circuitos

Consulta: nenhum documento autorizado.
Duragao: 2 horas e 30 minutos

Calculadora: nao autorizada.

Problema 1: considere o circuito da figura D.3 em regime permanente sinusoidal
com v, (t) = 2 cos(wt + 7/4)

i RO
v|==c Qv R

\

Figura D.3: malha em regime permanente sinusoidal.

a) determine a tensao v (t) aos terminais do condensador C.
b) calcule a corrente i¢(t) no condensador C.

¢) com f=n/50,C=5mF, R=1kQe L =0.1H, faga um esbogo de ic(t) e de
ve(t) no mesmo gréafico. Qual a diferenca de fase entre i¢(t) e ve(t) ?

d) calcule os valores literais de Iy e ¢ da corrente ig(t) = Iycos(wt + ¢g) na
resisténcia R.
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Problema 2: considere a figura D.4.

>
A

Figura D.4: montagem com amp-op.

a) considerando o amp-op ideal, calcule o ganho em tensdo em regime permanente
sinusoidal A(jw) = V5(jw)/Vi(jw) na montagem da figura D 4.

b) calcule o médulo e a fase de A(jw).

c) trace o grafico de Bode assimptdtico do médulo e da fase de A(jw) fazendo
ressaltar a frequéncia de corte e a inclinacao das assimptotas.

d) a partir do grafico assimptético da alinea c) desenhe o grafico real aproximado.

NOTA: sin(r/4) = cos(n/4) = v/2/2 ~ 0.707.
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D.3 Mini-teste de avaliacao continua, Marco de 2003

Engenharia de Sistemas e Computagao
Engenharia Fisica

Mini-Teste de Analise de Circuitos

Data: 26 de Margo de 2003

Consulta: nenhum documento autorizado.
Calculadora: nao autorizada

Duragao: 45 minutos

Exercicio 1: considere o circuito da figura D.5.

E
— W —@—

Figura D.5:

Calcule a tensao Vj

a) utilizando as leis das malhas e dos nds
b) utilizando o principio de sobreposigao

c¢) aplicacdo numérica: £ =5V, I =1 A, Ry =100, Ry = 2001.

Exercicio 2: considere o circuito da figura D.6 com C' =2 F e I =2 A.

a) escreva a equacao que permite calcular a tensdo v(t) aos terminais do conden-
sador C.
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Figura D.6:

b) calcule v(t) sabendo que o condensador C' se encontra carregado a uma tensao
v(0) =5 V no momento inicial ¢ = 0.

c) represente a tensao v(t) calculada em b), para t € [0, 10] segundos.
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D.4 Mini-teste de avaliacao continua, Abril de 2003

Engenharia de Sistemas e Computacao
Engenharia Fisica

Mini-Teste de Analise de Circuitos

Data: 29 de Abril de 2003

Consulta: nenhum documento autorizado.
Calculadora: nao autorizada

Duragao: 45 minutos

Exercicio : considere o circuito da figura D.7(a) com condigoes iniciais nulas.

R2 v(t)

C
+ —_ | v®
v @ =R ‘ T

(@ (b)

Figura D.7: (a) E=10 V, R; =5 kQ, Ry = 10 k2, C=100 nF e em (b) T=2 ms.

a) escreva a equagao diferencial que permite calcular a tensao ve(t) em fungao de

v(t).

b) resolvendo a equagao da alinea a) calcule ve () no intervalo 0 < ¢ < T'/2 com o
sinal v(t) dado na figura D.7(b). Qual a constante de tempo do circuito 7

c¢) calcule agora ve(t) no intervalo T/2 < t < T. Qual o valor da tensao aos
terminais do condensador quando ¢t =1 ms ? E ao fim de 2 ms ?

d) desenhe ve(t) para 0 <t <T.
NOTA: utilize as seguintes aproximacoes: 1 — e~ = 0.63; e~ = 0.23.
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D.5 Exame, Epoca normal de 2003

Faro, 4 de Julho de 2003

Engenharia de Sistemas e Computacgao

Engenharia Fisica

Exame de Andlise de Circuitos (Epoca Normal)

Consulta: nenhum documento autorizado.

Duracao: 2 horas e 30 minutos

Problema 1: considere o circuito da figura D.8 em regime transitério.

N ::C]-lvcit)

AUIE) C,

i — l Ve (1)
2

Figura D.8: malha em regime transitorio

a) utilizando a equacao das malhas na figura D.8, demonstre que os dois conden-
sadores (' e Cy colocados em série sao equivalentes a um tinico condensador de

valor
CCy

C=_21=
C1+ Gy

b) escreva a equagao diferencial que permite determinar a tensao veq(t) aos ter-
minais do condensador C; em funcao do sinal de entrada v,(t).

c) resolva a equagao determinada em b).
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d)

)

determine a forma de vey (t) considerando que no instante ¢ = 0 o condensador
Cy se encontra descarregado, o condensador C] se encontra carregado a uma
tensao ve1(0) = 3 V e o sinal de entrada v.(t) ¢ um degrau de amplitude 3
volts, i.e., ve(t) = 3u(t) [u(t) é o degrau unidade].

3
desenhe v (1), ve1(t) e vee(t) para —2 < t < 2 segundos e com C = Cs.

Problema 2: considere os circuitos da figura D.9 em regime permanente sinu-
soidal.

a)

<
«

—>—\/\/\/\/ -« —>

i1 Ra in i1 ||CB i
||

V

2 v Rg| "2

(@ ()

Figura D.9: quadripolo RC (a), quadripolos CR (b).

calcule a impedancia de entrada em aberto Z., = v; /i1, a impedancia de saida
Zs = v9/iy € 0 ganho em tensao em aberto A = vy/v; do quadripolo RC da
figura D.9(a).

VORC

represente os diagramas cartesianos de Z.,(w) e de Z(w)

calcule as mesmas quantidades que em a) para o quadripolo CR da figura
D.9(b).

considere agora que os quadripolos da figura D.9 se encontram fechados numa
impedancia de carga de valor Z;. Calcular os novos valores da impedancia de
entrada Z.;, e do ganho em tensao A,; em carga.

supondo que os dois quadripolos, RC e CR, sao colocados em cascata (nessa
ordem), sob que condi¢do poderiamos ter o ganho em tensao total A, dado por
Ay, = Apop A

VORC VOCR*

no caso da alinea e) com a saida do quadripolo CR em aberto (Z;, — o0),
demonstre que para que A, = Ay, A basta que R >> R4.

VORC VOCR
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D.6 Exame, Epoca de Recurso de 2003
Faro, 17 de Julho de 2003

Engenharia de Sistemas e Computacao

Engenharia Fisica

Exame de Anélise de Circuitos (Epoca de recurso)

Consulta: nenhum documento autorizado.

Duracao: 2 horas e 30 minutos

Problema 1: considere o circuito da figura D.10 em regime permanente sinusoidal.

Figura D.10: amp-op em regime sinusoidal.

a) calcule o ganho em tensao A, = Va / V4 do circuito da figura D.10 considerando
o amp-op ideal.

b) represente o diagrama de Bode (ampitude e fase) de A,.

c¢) calcule a impedancia de entrada Z, = Vi / I, considerando o amp-op néao ideal
com uma resisténcia de entrada diferencial Rp.
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d) considerando A >> 1 e Rp >> R calcule a parte real X e a parte imaginaria
Y da impedancia de entrada, tal que Z, = X + jY. Represente o diagrama
cartesiano de Z,.

Problema 2: considere o circuito da figura D.11.

I E

@ '=

|
A

i
L
% Rl R|_ % RZ

B

Figura D.11: circuito com duas malhas.

a) utilizando apenas as leis dos nés e das malhas determine a expressao da corrente
17, na resisténcia R;. Quais os valores das resisténcias R, e Ry que permitem
obter iy, =07

b) utilizando agora o teorema de sobreposi¢ao volte a calcular a expressao de ip,
verificando o resultado encontrado em a)

c¢) calcule o dipolo de Norton equivalente ao circuito da figura D.11 visto entre os
pontos A e B (retirando Ry).

d) represente o dipolo calculado em c¢) e verifique o resultado encontrado em a) e
b).

e) aplicagdo numérica: Ry = Ry =5, R, =202, E =10V e I = 1.5 A. Calcule
iL, IN [§] Rth-
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E Folhas de Trabalhos Praticos

= © 00 O Ui Wi+

Instrumentos e técnicas de medida |
Instrumentos e técnicas de medida 11
Instrumentos e técnicas de medida II1
Teoremas gerais 1

Teoremas gerais 11

Circuitos RC/CR - em regime transitério
Circuito RLC

Filtros RC/CR - em regime sinusoidal
Filtro RLC em regime sinusoidal
Quadripolos
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Funcionamento

No inicio do semestre o responsavel da disciplina colocara na secretaria da Faculdade
uma folha para inscri¢gao dos alunos nos diferentes turnos. Cada turno tera no maximo
16 alunos divididos em 8 grupos de 2. No final de cada aula o material deverd ser
deixado desligado e arrumado.

Relatorio

Cada grupo de trabalho (2 alunos) farda durante a sessao de Trabalhos Praticos um
relatério sobre o trabalho efectuado. A sebenta descreve detalhadamente o trabalho
a realizar. Este divide-se em duas partes: o trabalho preparatério (preparagao) a
realizar individualmente antes da aula e o trabalho pratico a realizar durante a aula
e que fard o objecto do relatorio.

No inicio da aula cada aluno devera entregar ao docente a sua preparacao, relativa
ao trabalho pratico marcado para essa sessao. O relatério (feito em folha de teste)
deverd incluir:

nome do trabalho

nomes e numeros dos autores

data

lista de material empregue (nome do aparelho, tipo, marca,
caracteristicas principais, etc...)

relativamente a cada pergunta: esquema de montagem com colocagao
dos aparelhos de medida, descricao da medida efectuada, resultados,
tabelas, graficos (eventualmente em folhas anexas), conclusoes sobre
as medidas e resultados, etc...

O relatério serd entregue ao docente no final da aula que o corrigira, conjuntamente
com a preparacao, classificard e entregara na aula seguinte. As notas dos trabalhos
serao afixadas na pagina web da disciplina. Sé serd permitida a recuperacao de
trabalhos em casos devidamente justificados.
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E.1 Instrumentos e técnicas de medida 1
E.1.1 Preparagao

As trés quantidades basicas da electricidade - corrente, resisténcia e tensao - podem
ser medidas através de trés tipos de instrumentos: o amperimetro, o ohmimetro e o
voltimetro respectivamente (figura E.1).

® © ©

Figura E.1: simbolos do amperimetro, voltimetro e ohmimetro.

Em geral estes trés tipos de medida podem ser efectuados usando um tinico aparelho
que por isso se chama multimetro. Salvo no caso do ohmimetro, dever-se-a ter em
atencao a polaridade do aparelho de medida em relacao ao circuito a medir: os
polos positivos deverao ser ligados entre si e os polos negativos também. Um engano
na polaridade comportard, no caso dos aparelhos de agulha, um desvio no sentido
negativo e nos aparelhos digitais um sinal de - antes do valor da corrente ou tensao
medida.

Amperimetro

Um amperimetro coloca-se em série no circuito a medir (figura E.2) e por isso
devera apresentar, no caso ideal, uma resisténcia nula para nao perturbar o circuito.
A unidade de medida da corrente eléctrica é o Ampere (A).

®
Z,

Figura E.2: montagem em série de um amperimetro.

Voltimetro

O voltimetro, ao contrario do amperimetro, deverd ser colocado em paralelo no
circuito a medir (figura E.3). Assim, o voltimetro ideal devera apresentar uma re-
sisténcia infinita para nao derivar nenhuma corrente do circuito em teste e nao o
perturbar. A unidade de medida da voltagem eléctrica é o Volt (V).
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Figura E.3: montagem em paralelo de um voltimetro.

Ohmimetro

A resisténcia é a oposicao que um elemento oferece a passagem da corrente eléctrica.
Em geral, torna-se necessario retirar o elemento a medir do circuito onde possa estar
inserido e colocé-lo em paralelo aos terminais do ohmimetro. O ohmimetro gera
uma diferenga de potencial aos seus terminais fazendo passar uma certa corrente na
resisténcia. Através da lei de Ohm, calcula a resisténcia, e mostra o seu valor no
écran. A unidade de medida da resisténcia eléctrica é o Ohm (£2).

Fonte de alimentagao continua

Uma fonte de alimentagao continua de boa qualidade pode ser comutada como
fonte de tensao ou fonte de corrente. No caso ideal, uma fonte de tensao devera
fornecer uma tensao constante qualquer que seja a corrente pedida. Isto implica que
a sua resisténcia interna (em série) deverd ser nula. Contrariamente, uma fonte de
corrente ideal deverd fornecer uma corrente constante qualquer que seja a diferenga
de potencial aos seus terminais e portanto devera apresentar uma resisténcia interna
(em paralelo) infinita. E claro que na préatica a corrente e a tensao que podem ser
fornecidos por uma fonte de alimentacao encontram-se limitadas pelas caracteristicas
técnicas do aparelho em questao. Os circuitos equivalentes de uma fonte de ali-
mentagao de tensao e corrente encontram-se representados na figura E.4.

(a) (b)
Figura E.4: fontes de alimentagao equivalentes (a) de tensao e (b) de corrente.

Exercicio 1: considere a montagem da figura E.5 onde a fonte de tensao é consid-
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erada ideal.

E=5V —a- g R=1k Q

Figura E.5: medida de tensao e corrente

a) refaga um desenho do circuito com um amperimetro (ideal) para medir a cor-
rente na resisténcia R e calcule o valor da corrente.

b) no desenho de a) coloque também um voltimetro (ideal) para medir a diferenga
de potencial aos terminais de R. Qual o valor que se deve encontrar ?

Exercicio 2: considere agora a montagem da figura E.6.

®

E=5v —o % R=100 Q

Figura E.6: medida de tensao e corrente.

a) quais os valores medidos em V e A 7

b) na figura E.6 (fonte de tensao ideal) considere que a fonte de tensdo nao ¢é ideal
mas sim formada por uma fonte ideal de 5 V em série com uma resisténcia
interna de 50 ). Quais os novos valores medidos em Ve A ?

c¢) voltando a figura E.6 com a fonte de tensao ideal, considere que o amperimetro

A nao ¢ ideal e tem uma resisténcia interna de 5 €2. Quais os novos valores de
tensao e corrente medidos em Ve A 7
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E.1.2 Trabalho pratico

1. Caracteristica tensao-corrente numa resisténcia

a)

realize a montagem da figura E.5. Fazendo variar o valor da tensao nominal da
fonte entre 0 e 10 V, de um em um volt; medir a corrente e a tensao para cada
valor utilizando a montagem dos aparelhos de medida exemplificada na figura
E.6'. Tragar a curva I = f(V). A lei de Ohm ¢ verificada ? Porqué ?

deduzir experimentalmente o valor médio da resisténcia a partir da curva I =
f(V) de a) através do ajuste linear nos pontos medidos. Comparar o valor
obtido com o valor obtido num ponto, com o valor nominal e com o valor real
(utilizando o ohmimetro). Qual o valor mais preciso ? Conclusao.

na mesma montagem de a), coloque agora os aparelhos de medida A e V de tal
modo que o amperimetro fique em série antes do voltimetro. Refaga o tracado de
I = f(V). Deduza novamente o valor da resisténcia dos dados experimentais e
faca a mesma comparacao com os varios valores da resisténcia. Conclusao sobre
a precisao de medida obtida pelas montagens: amperimetro antes e depois do
voltimetro.

2. Caracteristica tensao-corrente num diodo

Realize a montagem da figura E.7 tomando em atencao a polaridade do diodo.

a)

b)

R=1k Q R=10k Q

E=5v

Figura E.7: caracteristica tensao-corrente num diodo.

fazendo variar o valor do potenciometro trace a caracteristica I = f(V'). Com-
pare com a curva obtida em E.1.2 1. a) e ¢). Conclusao.

utilizando os valores medidos em a) trace a mesma curva mas em papel semi-
logaritmico log(I) = f(V'). Qual a forma da curva obtida 7 Conclusao.

Ipara medir corrente e tensdo no mesmo ponto, utilizar o multimetro simultAneamente como
voltimetro e amperimetro utilizando o ponto comum ligado a massa e as saidas V e I respectivamente
em paralelo e em série, bastando selecionar a fungao desejada com o respectivo botao para efectura
a leitura seja da tensao seja da corrente.
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E.2 Instrumentos e técnicas de medida 11
E.2.1 Preparagao

O osciloscépio é um elemento essencial na gama de instrumentos de medida utilizados
em laboratérios de electrénica. A funcao essencial do osciloscopio é a de permitir
visualizar a forma de onda ao longo do tempo. Quando essa visualizacao se efectua
de forma calibrada, o osciloscépio é igualmente um importante aparelho de medida.
Pode medir amplitudes, tempos, frequéncias, fases, etc... Uma das caracteristicas
importantes do osciloscopio é também a de permitir visualizar simultaneamente dois
sinais, permitindo assim a sua comparac¢ao em termos de amplitude, atraso temporal,
ete...

Durante muitos anos os osciloscépios eram completamente analdgicos. Depois
apareceram os osciloscopios com memoria digital, que permitiam gravar uma parte do
sinal em memoria e depois visualiza-lo em detalhe. Esta funcao era particularmente
util para a andlise de sinais transitérios. Hoje em dia existem ja muitos osciloscopios
completamente digitais. Qualquer um destes tipos de osciloscépios tem funcionali-
dades idénticas as do antigo osciloscépio analdgico e por isso encontra-se em anexo
uma descri¢ao detalhada do principio de funcionamento do osciloscépio catodico.

Neste trabalho pratico vamos aprender a utilizar o osciloscépio para observar e
medir formas de onda variadas.

Valores pico, eficazes, frequéncia e geradores ideais

vif) V()

o NV A e AN
Vvl

[——>
1/50's

v(t) vit)

° /m [N\ [d]avf(\/\/\/f
I STV

Figura E.8: (a) corrente doméstica, (b) formas de onda, (c) varia¢do da frequéncia e
(d) valor nominal.

A corrente continua (DC) é produzida pela passagem de electroes do polo negativo
para o polo positivo de uma fonte de alimentacao ou pilha. A corrente tem, neste
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caso, um s6 sentido. No caso da corrente alterna (AC), o sentido de passagem da
corrente alterna do positivo para o negativo e depois do negativo para o positivo. A
corrente alterna é em geral produzida por um gerador de frequéncia e o exemplo mais
conhecido é a corrente de alimentacao doméstica que em Portugal é a tensao nominal
de 230 V e a frequéncia de 50 Hz de (figura E.8a). Na corrente alterna podemos
fazer variar a forma de onda (figura E.8b), a frequéncia (figura E.8c) e o valor de pico
(figura E.8d).

Gerador de sinais

Um exemplo de fonte de tensao alterna é o gerador de sinais que possuimos em
sala de Trabalhos Praticos. Em geral a corrente que estes geradores podem produzir
¢é bastante limitada e por isso sao chamados fontes de tensao pois encontram-se mais
proximos de uma fonte de tensdo ideal (resisténcia interna fraca) do que de uma
fonte de corrente ideal (grande resisténcia interna). As caracteristicas mais impor-
tantes num gerador de sinais sao: as formas de onda que pode produzir, a gama de
frequéncias que abrange e a tensao méxima que pode fornecer.

Exercicio 1: divisor de tensao

1k Q

— AW

e(t) Cé kQ vy

Figura E.9: divisor de tensao alterno.

Sabendo que o gerador de sinais debita uma tensao e(t) = 3 sin(6280¢).

a) calcule a tensao medida por um voltimetro colocado aos terminais do gerador.

b) qual a amplitude pico medida por um osciloscépio colocado no mesmo ponto
do voltimetro. Qual o récio entre este valor e aquele observado em a) 7

¢) qual o valor do periodo da forma de onda observada no osciloscépio ?
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d) colocamos agora o multimetro de modo a medir a tensao Vy. Qual o valor
medido ? E se colocarmos o osciloscopio no mesmo ponto, qual o valor pico a
pico da forma da onda que podemos observar.

Exercicio 2: sinal sinusoidal com um valor de offset

Considere uma tensao sinusoidal v(t)

v(t) = V,, cos(wt + @) + Vp

a) calcule o seu valor médio v

b) calucle o seu valor eficaz vss

Uso racional de um osciloscépio

Depois de ter observado todos os botoes de comando assim como todos os terminais
de ligacao do osciloscopio, assegurar-se de que:

1. a massa esta ligada a terra

2. os botoes de desvio vertical e horizontal estao a meio

3. os botoes de luminosidade e concentragao encontram-se no ponto médio.

4. os amplificadores estao desligados

5. o comutador da base de tempo encontra-se regulado no periodo do sinal a
observar.

6. o botao de variacao continua da base de tempo encontra-se completamente &
esquerda.

7. o comutador de selecao do varrimento encontra-se na posicao de varrimento
interior.

Ligar o aparelho e esperar que ele aquega. Ajustar os poténciometros de lumi-
nosidade e concentragao para o aparecimento de um traco fino no ecra. ATENCAO:
nunca aumentar muito a luminosidade do traco e sobretudo nunca deixar um ponto
luminoso imével no ecra.
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E.2.2 Trabalho Pratico

1. Funcionamento do osciloscopio

Ligar o osciloscopio seguindo os passos descritos no paragrafo “Uso racional do
osciloscépio” da preparacao. Identificar os diferentes botoes e o seu efeito. Obter um
trago continuo no ecra.

2. Medida de amplitudes

Aplicar num dos canais do osciloscépio uma tensao sinusoidal. Regular a amplitude
do sinal de modo a obter uma tensao de 1 volt eficaz. Qual o valor pico a pico nesse
caso ? Verificar o valor da tensao usando o voltimetro. Verificar a utilizacao do botao
de calibragao dos canais verticais.

3. Medida de frequéncias

A medida de frequéncias pode ser feita de forma directa introduzindo um sinal sinu-
soidal no canal A do osciloscopio e medindo o periodo do sinal, calcular a frequéncia.
Comparar com o valor marcado no gerador de sinais. Trata-se de uma medida pre-
cisa ? Quais sao os erros de medida mais importantes neste tipo de medida ? Como
podem ser minimizados ? Veremos no préoximo trabalho pratico uma forma diferente
de efectuar a medida de frequéncias que reduz os erros de experimentais.

4. Divisor de tensao alterno

Realize a montagem da figura E.9.

a) regule o gerador de sinais de forma a gerar a onda e(t) = 3sin(6280¢). Para tal
utilize o multimetro e o osciloscopio. Explique o procedimento.

b) meca a tensdo aos terminais do gerador de sinais e aos terminais da resisténcia,
V, utilizando o multimetro. Calcule os valores de pico correspondentes. Ve-
rifique os resultados com o osciloscopio. Qual dos dois aparelhos tem maior
precisao ? Conclusao.

c¢) utilizando o botao de offset do gerador adicione ao sinal e(f) uma tensdo
continua de 2 V. Verifique utilizando o osciloscopio em posicao DC. Qual é
o novo valor eficaz de e(t) 7 Calcule e verifique experimentalmente utilizando
o multimetro. Quais os valores eficazes, pico e pico-pico medidos em V,, ?

d) sempre com a tensao e(t) = 3sin(6280¢) mude para onda quadrada. Meca de
novo V, com o multimetro e com o osciloscépio. Conclusao.
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Anexo
Principio de funcionamento do osciloscépio catédico

O tubo catédico (figura E.10)

Figura E.10: esquema interno do tubo catédico.

O canhao de electroes

Chama-se canhao de electroes ao conjunto de elementos que permite obter um feixe
de electroes a grande velocidade. Este comporta:

a)

um filamento F aquecido por uma tensao alterna ou continua geralmente de 2.5
ou 6.3 volts.

um catodo C, de forma cilindrica, colocado em torno do filamento e emitindo
electroes por efeito termo iénico.

o cilindro de Wehnelt W, chamado correntemente Wehnelt, que é a grelha de
comando do tubo e que regula a intensidade do feixe de electroes. A sua tensao
em relagao ao catodo é de cerca de -50 a -120 volts.

um eléctrodo de concentracao A;. Este tem o papel de uma lente electrostatica
e produz a focalizacao do feixe de electroes no ecra fluorescente E. A sua tensao
em relacao ao catodo é de cerca de +30 a +1000 volts.

um eléctrodo de acelaracao Ay que da aos electrées uma grande velocidade. A
sua tensao em relagao ao catodo é de 4600 a +3000 volts.

As placas de desvio

a)

um par de placas horizontais Y; e Yy produzindo o desvio vertical do spot
luminoso quando é estabelecido um campo eléctrico entre elas.
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b) um par de placas verticais X; e X, produzindo o desvio horizontal do spot
luminoso quando um campo eléctrico existe entre elas.

Um eléctrodo de pos-acelaragao Aj

A presenca deste eléctrodo é dispensavel. Tem a forma de um anel mais ou menos
largo constituido geralmente por uma camada condutora na face interna do tubo
catédico. Aplicada uma diferenca de potencial de alguns milhares de volts (5000
a 30000) ele aumenta o brilho do spot através do aumento da energia cinética dos
electroes.

O ecra de observagao

A face anterior do tubo de vidro esta coberta de uma matéria que se torna luminosa
quando recebe o choque de electroes a alta velocidade. O impacto no ecra do feixe
de electroes traduz-se assim por um ponto luminoso (spot).

Montagem pratica. Protecao

O tubo catddico é revestido de uma camisa de protecgao magnética em p metal
destinada a reduzir ao maximo a influéncia dos campos magnéticos exteriores e inclu-
sivé do campo terrestre. Em aparelhos antigos o tubo catddico encontra-se protegido
por uma camada de vidro espesso e transparente de modo a proteger o utilizador dos
riscos de implosao do tubo.

O circuito de varrimento
O varrimento normal

O varrimento normal destina-se a produzir uma tensao que aplicada entre as placas
X1 e X, provoca o desvio horizontal do spot luminoso proporcional ao tempo sob todo
o ecra E. Esta tensao deverd portanto variar linearmente em fungao do tempo e cair
a zero num tempo muito curto: é o que se chama uma tensao em “dentes de serra”.
O circuito que produz esta tensao chama-se base de tempo.

O varrimento desencadeado

Em muitas aplicacoes, e em especial no estudo dos fenémenos transitérios nao pe-
riédicos, é necesséario dispor de um dispositivo tal que o varrimento seja desencadeado
pelo fenémeno a observar. Em geral o sinal a observar é injectado no circuito de base
de tempo de modo a desencadear o varrimento do ecra. O tempo entre a chegada
do impulso e o varrimento pode ser regulavel assim como o nivel de sensibilidade a
partir do qual o varrimento sera efectuado.

Varrimento 50 Hz

A maioria dos osciloscépios possui um dispositivo de varrimento sinusoidal com a
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frequéncia da tensao de alimentagao 50 Hz que é uma frequéncia de referéncia que
serve para observar figuras de Lissajoux.

Varrimento exterior

Neste caso pode-se eliminar todo e qualquer circuito de varrimento interno e con-
trolar o varrimento atraves de uma tensao externa.

Os amplificadores

A presenca de amplificadores nos circuitos de varrimento horizontal e vertical é
indispensavel na maior parte dos casos de modo a tornar a tensao de controle do tubo
o mais independente possivel do circuito a observar. As caracteristica em frequéncia
destes amplificadores dao ao osciloscopio a sua banda passante que pode ir entre 20
MHz e o GHz. As diferencas de fase introduzidas por estes amplificadores devem ser
muito pequenas de modo a que as medidas sejam o mais fiéis possiveis.

Os circuitos de sincronizacao
Sincronizacgao interna

A sincronizacao interna permite obter uma “relacao temporal constante” entre o
sinal a observar e o circuito de varrimento de modo a poder obter uma figura estavel
no ecra e permitir a observacao e medida de amplitudes, tempos, diferencas de fase,
ete...

Sincronizagao 50 Hz

Este dispositivo permite controlar o varrimento independentemente da tensao a
observar, a partir da frequéncia do sector de alimentagao 220V.

Sincronizacgao externa

A frequéncia de um sinal exterior pode ser também usada para sincronizar o sinal
a observar.

Circuito de alimentacao

O circuito de alimentacao do osciloscopio permite obter um nimero de tensoes
variadas, entre alguns volts para os circuitos electronicos de base de tempo e sin-
cronizacao, e até alguns milhares de volt para a alimentagao do tubo catddico e das
placas de acelaracao.

Os comandos dum osciloscépio

Interruptor ON/OFF

Permite ligar o aparelho que demorara alguns segundos a aquecer o filamento do
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tubo catddico.
Poténciometro de luminosidade

Este poténciometro permite controlar a intensidade luminosa do spot.
Poténciometro X

Permite agir sobre as placas “X” e regular o spot no sentido horizontal.
Poténciometro Y

Permite agir sobre as placas “Y” e regular o spot no sentido vertical.
Poténciometro “Focus”

Este poténciometro permite realizar a focalizacao do feixe de electroes no ecra de
observagao.

Varrimento e sincronizagao

Esta parte do osciloscopio comporta em geral:

a) um comutador que permite escolher o modo de varrimento: interno, desen-
cadeado, 50 Hz, externo e o modo de sincronizacao: interno, 50 Hz, externo

b) para a base de tempo interna um comutador de gama de frequéncias, um
poténciometro permitindo uma variacao continua da frequéncia no interior de
cada gama e um poténciometro para o controle da amplitude horizontal do
varrimento.

¢) para o varrimento externo: um poténciometro de comando do ganho do ampli-
ficador horizontal (se ele existe).

d) para a sincronizagdo (interna ou externa): um poténciometro de controle da
taxa de sincronizacao.

Amplificador vertical

a) um comutador de modificagdo do ganho

b) um poténciometro de variagdo precisa do ganho no interior de uma gama de
ganho.

¢) um comutador AC/DC/GROUND permitindo calibrar o amplificador em posi-
¢ao GROUND, visualizar todo o sinal em posicao DC e sémente a sua compo-
nente alterna em posicao AC.
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Dispositivos complementares

Outros osciloscopios mais sofisticados poderao comportar dispositivos mais es-
pecificos segundo a fungao a que se destinam. Entre outros podemos ter:

1. calibragao em tensao possivel através de uma fonte de tensao interna muito
estavel.

2. varrimento monotraco que permite desencadear um varrimento a escolha do
utilizador cada vez que este carrega num botao.

3. dois canais de visualizacao simultanea. Hoje em dia quase todos os osciloscépios
sao bicanal nos quais é usado um comutador electrénico que permite aplicar ao
amplificador vertical uma ou outra das tensoes a visualizar. A comutacao faz-se
a alta velocidade de forma que o utilizador nao se aperceba. Os osciloscopios
com dois canhoes de electroes no mesmo tubo catédico sao muito raros hoje em
dia devido ao seu custo elevado.

4. hoje em dia existem osciloscépios completamente digitais que permitem uma
manipulacao do sinal observado seja na memoria para obter zooms, sobreposi-
¢oes, impressoes em papel, espectros, etc...

5. ¢é tambem possivel em alguns osciloscopios modular a intensidade do spot apli-
cando no Wehnelt uma tensao entre 10 e 50 volts.
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E.3 Instrumentos e técnicas de medida 111
E.3.1 Preparagao

1. Medida de diferengas de fase com o método directo

Para medir a diferencga de fase entre dois sinais podemos utilizar o método de me-
dida directa aplicando cada um dos sinais aos canais X e Y do osciloscépio. Ajusta-se
a base de tempo de forma a que o meio periodo de um dos sinais preencha com-
pletamente o ecra na horizontal. De forma a obter uma maior precisao na medida
amplificam-se verticalmente os sinais de modo a obter uma intersecao franca quase
a 90 graus do traco luminoso com o eixo horizontal do tempo. Conta-se o nimero
de quadriculas horizontais que separam os tracos dos dois sinais. A diferenca de
fase obtem-se sabendo que o ecra completo, i.e., dez quadriculas, corresponde a 7 e
fazendo a proporcao. O resultado é directamente obtido em radianos. Este método
também pode ser utilizado para medir o atraso temporal entre os dois sinais. Em to-
das as medidas com o osciloscopio deveremos colocar-nos de modo a obter uma visao
frontal do ecra e nunca de lado, de forma a evitar erros de paralaxe nas medidas.

2. Medida de diferencas de fase com o método da elipse

Yy Y .
s} X
BI
0 X
CI
. bo

Figura E.11: método da elipse.

Consideremos dois sinais sinusoidais aplicados nos canais X e Y de um osciloscopio
(eixos ortogonais OX e OY da figura E.11),

{x(t) = Acoswt
y(t) = Bcos(wt — )"

A composicao destas duas equacoes obtem-se eliminando o tempo t entre elas, i.e.,
o ponto luminoso no ecra vai ser desviado horizontal e verticalmente em simultaneo,
formando assim uma figura parameterizada pela variavel tempo.
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a) comece por definir

/

T = = coswt

SRS

y = % = cos(wt — ¢) = ' cos ¢ + sin wt sin ¢,
e demonstre que
x4y — 22"y cos ¢ — sin? ¢ = 0.

b) sabendo que a equagao anterior é a equagao de uma elipse rodada de 7 /4, faga
uma mudanca de variavel

" "

o = " cos = — y”sinz —
4 4 V2
T x// + y//

s
/ " _: "
Yy = sim— +YyY cos— = ———,

4 4 V2

demonstre que
"2 12

x Yy
2¢
2

1.
2 cos? %5 2sin

c) que é agora uma elipse segundo os eixos OX” /OY”. Calcule os meios eixos
segundo OX” e OY”, respectivamente a e b. Demonstre que o valor do atraso
¢ entre as duas formas de onda se calcula como sendo

¢

tan - = —
2 a

E.3.2 Trabalho pratico

1. Medida de frequéncia comparada: figuras de Lissajoux

Pretende-se determinar a frequéncia de um sinal de uma forma precisa e assim
aplica-se o método dito de Lissajoux, que nao ¢ mais do que uma extensao do método
da elipse a sinais de frequéncia diferente. Para efectuar esta medida é necessario
possuir uma frequéncia de referéncia em relacao a qual se efectua a medida. Para
efectuar este trabalho sera necessario o uso de dois geradores. Demonstra-se que
a composi¢ao de duas vibragoes sinusoidais de frequéncias F, e F, segundo dois
eixos ortogonais resulta numa curva inscrita num rectangulo cujos lados sao iguais as
amplitudes das vibracoes. Se a relacao F,/F, for igual a relagao entre dois nimeros
inteiros m/n (supostos primos), a curva de Lissajoux serd fechada e terd exactamente
m pontos de contacto com os lados verticais do rectangulo e n pontos de contacto com
os lados horizontais. Se uma das frequéncias for conhecida com precisao, podemos
determinar a outra também com grande precisao.

numero de pontos de contacto com os lados verticais

(4)

F,=F, x
’ Y" numero de pontos de contacto com os lados horizontais
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Se F, = F, a curva é em geral uma elipse salvo no caso em que a diferenca de fase
entre os dois sinais é 0 ou 7 onde se obtera um recta na diagonal do rectangulo.

NOTA: a figura de Lissajoux sera rigorosamente estavel se os geradores estudados
nao tiverem nenhuma deriva em frequéncia.

Realize trés figuras distintas e estaveis no ecran. Desenhe e explique.
2. Medida de diferengas de fase

Realizar a montagem da figura E.12. Introduzir a entrada um sinal V, = 2.5 sin(12566t).

a) determinar o valor da diferenca de fase utilizando o método de medida directa.

Figura E.12: R =1kQ e C = 220nF

b) empregar agora o método estudado na preparacao fazendo uma elipse de Lis-
sajoux. Calcular de novo ¢.

¢) medir a amplitude dos sinais de entrada e de saida. Fazer variar a frequéncia e
observar a variacao do sinal de saida em relacao ao sinal de entrada tanto em
amplitude como em diferenca de fase. Colocar os valores de amplitude e fase
numa tabela para varios valores da frequéncia. Conclusao.

NOTAS:

i) um método alternativo ao da preparacao consiste em verificar nas equagoes que
quando z = 0 temos Asinwt = 0 o que implica que o segmento OB’ na figura
E.11 é Bsinwt e como B=0OB entao

OB B
~ 0B BC (5)

ii) se a elipse tem o seu eixo principal no segundo quadrante entao

¢ (real) = m — ¢ (medido) (6)
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iii) no método da elipse, a medida é facilitada se os dois sinais aplicados tiverem a
mesma amplitude.

3. Medidas de sinais transitorios

Utilizar a mesma montagem da figura E.12 com C = 22 nF. Aplicar em V, uma
onda quadrada de frequéncia 500 Hz. Observar e desenhar o sinal V,. Aumentar
progressivamente a frequéncia até 50 kHz. Desenhar o sinal de saida para f=2, 5, 10,
20 e 50 kHz observado as amplitudes e formas relativas da entrada e saida. Conclusao.
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E.4 Teoremas Gerais I
E.4.1 Preparagao

1. Teorema de sobreposicao

Considerando um circuito linear com vérios geradores de tensdo e/ou corrente
independentes, o teorema de sobreposicao diz que a corrente eléctrica num ramo do
circuito ¢é igual a soma da corrente produzida nesse ramo por cada um dos geradores
agindo isoladamente.

2. Teorema de Thevenin

Seja um circuito linear com varios geradores de tensao e/ou corrente independentes.
Para um dado ramo do circuito, de impedancia Z., o resto do circuito comporta-se
como um gerador de forca electromotriz Vry e de impedancia interna Zry, chamado
gerador de Thevenin (figura E.13).

a) céalculo de Viy: retira-se Z, e calcula-se a tensao entre AB & qual se chama Vry.

b) calculo de Zry: mantendo sempre o circuito em aberto entre AB, anulando
todas as fontes de tensao e de corrrente independentes do circuito calcula-se a
impedancia entre AB a qual se chama Zry.

A Zm A
—Q—} ZC i VYh B ZC
B B

Figura E.13: teorema de Thevenin

3. Teorema de Norton

Considerando o circuito precedente pode-se substituir o gerador de Thevenin por
um gerador de corrente equivalente de valor Iy = Viry/Zrh e colocd-lo em paralelo
com a impedancia Zry.

4. Aplicagao

Considere o circuito da figura E.14.

a) calcular a corrente I na resisténcia R, utilizando o teorema de sobreposigao.

b) verificar o resultado usando o teorema de Thevenin.
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Figura E.14: montagem de aplicacao

c) aplica¢do numerica:

R, = 1200 E =9v
Ry = 1809 Ey,=45v
Ry = 2200

Ry = 1200

Anotar os valores das correntes e tensoes nos diferentes casos para verificacao du-
rante o trabalho pratico.

E.4.2 Trabalho Pratico

Trata-se da verificacao pratica dos resultados tedricos calculados com os valores
numericos da preparacao.

NOTAS:

i) para efectuar a medida de uma corrente I numa resisténcia nao usar um amperi-
metro em série com a resisténcia mas sim um voltimetro colocado aos terminais
da resisténcia e utilizar a lei de Ohm. Isto de modo que a resisténcia interna
do amperimetro nao introduza um erro suplementar na medida da corrente.

ii) antes de colocar uma resisténcia ou poténciometro num circuito fazer o célculo
da poténcia dissipada para escolher o valor de poténcia da resisténcia.

iii) os varios resultados (tedricos e experimentais) devem ser apresentados sob forma
de tabela.

Realizar a montagem da figura E.14 com os valores de 4.c) da preparagao.

1. Teorema de sobreposicao
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a) medir os valores das correntes na resisténcia Ry, devidas alternativamente a
uma e a outra fonte de tensao. Explicar os métodos de medida e estimar os
erros da medida efectuados.

b) medir agora a corrente em R, com as duas fontes ligadas de acordo com o
circuito da figura E.14 e verificar os resultados experimentais obtidos nesta e na
alinea a), por comparagao com os os resultados tedricos obtidos na preparagao.

2. Teorema de Thevenin e Norton

Sempre na montagem da figura E.14:

a) medir a tensdo de Thevenin Vg e a resisténcia de Thevenin Rry visto de Ry.
Explicar os métodos de medida e os possiveis erros cometidos.

b) medir a corrente de Norton. Comparar com o valor deduzido de a).

¢) comparar os resultados obtidos com os valores tedricos da preparagao. Con-
clusao.

d) utilizando os equivalentes de Thevenin e Norton, determine a corrente em Ry.
Compare com o valor obtido com aquele medido para essa corrente, na prova
do teorema de sobreposicao.
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E.5 Teoremas Gerais II
E.5.1 Preparagao

Considere os circuitos da figura E.15.

Rq

R/ Rq
g B
L

+
Figura E.15: ponte de Wheatstone

i) calcular o gerador de Thevenin e Norton equivalentes ao dipdlos da figura E.15.

ii) a partir do resultado obtido em i) calcular a poténcia P=VI dissipada na carga
R..

iii) para que valor da carga se obtem a condigao de adaptagao ?
iv) qual é o valor maximo dissipado na carga ?

v) aplicacado nimerica: para os casos de i) a iv) utilizar os valores:

Ry = 12092 E=10v
Ry = 18082
Rs = 1202
R, = 22002

Anotar os valores obtidos de Vi, I, R € Prax, para posterior verificacao exper-
imental durante o trabalho pratico.
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E.5.2 Trabalho Pratico

Trata-se da verificagao experimental dos resultados tedricos calculados na preparacao.
Realizar a montagem da figura E.15.

a) tracar a curva V=f(I) aos bornos da carga, fazendo variar R. de 0 a oo, no-
tando os valores de V, I, R. numa tabela. Deduzir da curvas os elementos de
Thevenin e Norton. Comparar com os valores tedricos utilizando os resultados
da preparacao.

b) realizar os geradores de Thevenin e de Norton com os valores determinados em
a) e tragar de novo V = f(I) no mesmo gréfico da alinea a) 2. Conclusao.

c) tracar a curva P = f(R,) utilizando os resultados medidos em a). A partir da
curva determinar o valor de R, que da a adaptacao maxima e comparar com o
valor tedrico. Conclusao.

2as fontes de alimentacao da sala de TP podem ser utilizadas como fontes de corrente estabilizadas
fazendo um curto circuito aos bornos e ajustando a corrente ao valor pretendido. Nao se deve tocar
mais no botao da corrente estando o botao de tensao colocado num valor elevado.
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E.6 Circuitos RC/CR em regime transitério
E.6.1 Preparagao

1. Circuito integrador passivo RC

Considere a montagem da figura E.16.

Figura E.16: circuito RC: R=1 k2 e C =100 nF.

Aplicamos uma tensao V, a entrada do circuito e observa-se uma tensao V, a saida.

a) calcular a resposta V; quando V, muda bruscamente de 0 para uma tensao con-
stante Vj, sabendo que o condensador C' se encontra inicialmente descarregado.

b) calcular a equagdo da recta tangente na origem e determinar a sua intersecgao
com a recta V, = V. Desenhar o grafico da tensao de saida para Vg = 5 volts.

¢) a partir de b) determinar para que valores do tempo ¢ (em relagdo a constante
de tempo 7 = RC') o sinal de saida se comporta como o integral do sinal de
entrada.

2. Circuito derivador passivo CR

Considere a montagem da figura E.17. Aplicamos uma tensao V, a entrada do
circuito e observa-se uma tensao V, de saida.

a) calcular a resposta Vi quando V, muda bruscamente de 0 para uma tensao
constante Vj.

b) calcular a equagao da tangente na origem e determinar a sua intersec¢ao com
a recta V; = 0. Desenhar o grafico da tensao de saida para Vi = 5 volts.
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c)

a partir de b) determinar para que valores do tempo ¢ (em relacao a constante
de tempo 7 = RC') o sinal de saida se comporta como a derivada do sinal de
entrada.

C

Figura E.17: circuito CR: R =1 kQ e C' =100 nF.

E.6.2 Trabalho pratico

NOTAS:

1.

2.

define-se o tempo de subida como o tempo que o sinal demora a passar de 10 a
90% do seu valor final. Para realizar a medida de forma precisa no osciloscépio
dever-se-4 aumentar o sinal de modo a ocupar o ecra entre os tracejados na
parte inferior e superior. O tempo de subida encontra-se medindo o intervalo
de tempo entre as interseccoes da curva com as linhas continuas logo acima e
logo abaixo das linhas tracejadas no ecra.

o simbolo << em electrénica pode ser interpretado como 10 vezes inferior.

1. Circuito RC

Realizar a montagem da figura E.16.

a)

aplicar a entrada uma tensao V, quadrada de periodo 0.4 ms. Desenhar os
sinais de saida observados. Medir com o osciloscopio os tempos de subida para
valores de C'= 22, 100 e 220 nF.

para C' = 100 nF, comparar o valor da constante de tempo com o periodo
do sinal e em seguida fazer variar este periodo. Desenhar e explicar os casos
RC <« T/2, RC =T/2e RC > T/2 onde RC ¢ a constante de tempo dada na
preparcao. Em que caso o sinal de saida se comporta como o integral do sinal
de entrada.
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c)

aplicar a entrada uma onda triangular. Observar o sinal de saida no caso em
que este se comporta como o integral do sinal de entrada. Explicar.

2. Circuito CR

Realizar a montagem da figura E.17.

a)

aplicar a entrada uma tensao V, quadrada de periodo 0.4 ms. Medir com o
osciloscépio os tempos de descida do sinal de saida para valores de C'= 22, 100
e 220 nF.

para C' = 100 nF, comparar o valor da constante de tempo com o periodo
do sinal e em seguida fazer variar este periodo. Desenhar e explicar os casos
RC <« T/2, RC =T/2e RC > T/2. Em que caso o sinal de saida se comporta
como a derivada do sinal de entrada.

aplicar a entrada uma onda triangular. Observar o sinal de saida no caso em
que este se comporta como a derivada do sinal de entrada. Explicar.
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E.7 Circuito RLC

E.7.1 Preparagao

Considere a montagem da figura E.18. Sabendo que o sinal aplicado em v, (t) muda
bruscamente de 0 para 5 V e designando por Ry o valor de P + R em série, calcule:

L
9099 A

Ve(t) @ CcC /] Vs(t)

Figura E.18: Circuito RLC série: R=1 k2, P potenciémetro linear de 2.2 k{2, L=0.1
H, C' =220 nF.

a) a forma literal da tensdo vs(t) considerando que o circuito se encontra em re-
pouso no instante inicial.

b) a forma literal e o valor numérico da resisténcia critica R, para a qual o regime
de funcionamento é exponencial limite antes de se tornar oscilatorio.

¢) uma tabela com os quatro regimes de funcionamento possiveis e os valores de
amplitudes, duragdes e pulsagdes (caso existam) do sinal de saida, tendo em
conta os valores numéricos dos elementos da montagem e do sinal v,(t).

E.7.2 Trabalho Pratico

Realize a montagem da figura E.18.
1. Regime sobre amortecido
Neste caso o potenciometro P devera ser colocado no seu valor maximo aumentando
assim a resisténcia no circuito para um valor bem superior a resisténcia critica R..
a) observar e desenhar o sinal de saida v4(t). Medir o tempo de subida.

b) verificar e comentar o efeito de uma variagdo da resisténcia R+ P no tempo de
subida. Desenhar e medir o tempo de subida para um caso extremo relativa-
mente a alinea anterior.
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2. Regime critico

a) coloque o poténciometro P no valor maximo e retire a resisténcia R do circuito.
Faca variar a resisténcia do circuito através do potenciometro P, até obter uma
resposta vg(t) imediatamente antes de se verificar oscilagao. Medir o valor de
P e deduzir o valor da resisténcia critica. Comparar com o valor encontrado na
preparacao.

b) medir o tempo de subida para R = R,.

3. Regime sub amortecido

Considere para R, o valor calculado na preparacao

a) para R < R./2, desenhar o sinal de saida obtido. Medir o tempo de subida, o
valor méximo atingido e a pulsacao do sinal de saida. Comparar com os valores
teodricos calculados na preparacao.

b) fazer variar R para valores R./5 e R./10. Observar e desenhar o sinal de
saida. Apresente numa tabela os valores do tempo de subida, valores maximos
e pulsacoes para os valores de resiténcia considerados.

4. Regime nao amortecido

Curto-circuitar a resisténcia R e diminuir progressivamente o valor do potenciémetro
P até zero. Observar o sinal de saida. Que sinal se deveria obter 7 O que é que se
obtém e porqué ?
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E.8 Filtros RC/CR em regime sinusoidal

E.8.1 Preparagao

1. Revisoes: notagcao complexa

Em regime permanente sinusoidal uma tensao em qualquer ponto de um circuito

pode ser representada por
v(t) = Vg cos(wt + ¢) (E-8.1)

e caracterizada completamente através da sua amplitude V} e fase ¢, Para efeitos de
célculo, podemos representar o sinal v(t) pelo valor complexo

V = Vpel? (E-8.2)

que é um numero que pode ser representar no plano complexo como indicado na
figura E.19.

AlY

N¢

A 4

Figura E.19: representagao de fasor.

A passagem da notacdo complexa V' & notacdo trigonométrica v(t) faz-se multipli-
cando V por e/ e tomando a parte real do resultado obtido. A valor V obedece a
todas as regras de calculo dos niimeros complexos e representa um potente utensilio
na andlise de circuitos em regime permanente sinusoidal (e s6 nesse caso!).

Se aplicarmos uma tensao sinusoidal v(t) = Vj cos(wt) aos terminais de uma re-
sisténcia R obtemos uma corrente i(t) também sinusoidal de amplitude V;/R e em
fase com v(t). Em notagdo complexa podemos dizer que

V =RI (E-8.3)
Se em vez da resisténcia tivermos um condensador C', podemos escrever que
do(t
iit)y=0C ZE) = —CwVjsin(wt) (E-8.4)
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Utilizando a relacao sin(wt) = — cos(wt + 7/2), podemos escrever em notacao com-
plexa que o fasor associado com a tensao sinusoidal sin(wt) se escreve —V exp jm/2.
Substituindo em (E-8.4) temos que

T = —Cuw(—Teid) (E-8.5)
= jOwV (E-8.6)
de onde ]
= — T E-8.
|4 O (E-8.7)

Diz-se que um condensador tem uma impedancia equivalente em sinusoidal igual a
Zo =1/jCw e que a tensao tem um atraso de fase de 7/2 em relagao a corrente. No
caso da bobine de valor L temos que

o(t) = Ldzd(tt) i) = % [ottya (E-8.8)
substituindo v(¢)
i(t) = Y sin(wt) = Yo cos(wt)el2 (E-8.9)
wlL wlL
e finalmente
V = jwLI (E-8.10)

e diz-se neste caso que a impedancia equivalente a uma bobine em regime sinusoidal
permanente é Z; = jwL e que a tensdao tem um avango de fase de /2 em relagao a
corrente. Destas duas expressoes Z¢ e Z pode ver-se que a impedancia da bobine
aumenta com a frequéncia e a do condensador diminui com a frequéncia.

2. Revisoes: representacao de Bode

Um sistema, dito de primeira ordem, tem uma representacao do tipo

Vs 1

V. 1+jrw

onde 7 = RC' é a constante de tempo do sistema. O estudo em regime permanente
sinusoidal deste sistema faz-se normalmente através da representacao de A num dia-

grama da Bode, i.e., representando separadamente a amplitude (em dB) e a fase de
A.

O ganho em décibeis (dB) obtem-se a partir do mddulo |A| como Gap = 20log | A
e assim,

1
Ga = 20log ————,
a8 VTt RO

ou seja
Gas = —101og(1 + 7%w?).
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Quando w — 0 temos que Gqg — 0 dB e quando w — oo temos que Gqg — —oo dB.

A inclinacao das assimptotas é de 0 dB quando w — 0 e de -20 dB por década
(passagem de uma frequéncia f a uma frequéncia 10f) quando w — oo. Isto pode-se
determinar observando que quando w — oo

Gas — —10logw? + 10logwp

onde wy = 1/7. Num gréfico semi-logaritmico podemos escrever X = logw e Xg =
log wy portanto
GdB ~ —20X + 20X0

o que nao é mais do que a equagao de uma recta de inclinacao -20 dB e de ordenada na
origem igual a 20X,. A funcao Ggp e as respectivas assimptotas estao representadas
na figura E.20.

4 G(dB)
G

max

BB e
-20dB/decada

Figura E.20: diagrama de amplitude.

Define-se a banda passante B como sendo a gama de frequéncias para as quais o
ganho G esta compreendido entre o seu valor maximo G € Gmax — 3 dB. No caso
do filtro RC representado acima, o valor G ., € igual a 0 dB que é atingido para
w = 0. Por outro lado como -3 dB = -20 log X implica X = 1//2, podemos calcular

o valor de w para o qual
1 1

V2o ity
que tem como solucao w = wy. O resultado final é que a banda passante B=wy.

A diferenca de fase entre V, e V é o argumento do niimero complexo A em funcao da
frequéncia. O argumento de A pode-se obter calculando o argumento do numerador
e do denominador (/x significa “argumento de z”)

b(w)=/A=/(1)— /(1 + RCw)
sabendo que o argumento dum ntmero real é zero podemos escrever

®(w) = —arctan RCw
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®(0) o,

v©

Figura E.21: diagrama de fase.

pondo 7 = RC = 1/wy que é a constante de tempo do circuito.

Obtemos w

d(w) = — arctan —

Wo
A variagao de ®(w) pode-se calcular de forma aproximada observando que quando
w— 0P — 0, e que quando w — oo entdao  — —7/2. Obtem-se um valor particular
para w = wp para o qual ®(wy) = —7/4. Podemos fazer um tracado aproximado que
terd uma forma semelhante ao da figura E.21. Alguns autores admitem um tracado
de fase assimptotico através de segmentos de recta, no qual a fase é considerada nula
para w < wp/10 e igual a —7/2 para w > 10wy. Para wy/10 < w < 10wy a curva
de fase é aproximada por um segmento de recta com uma inclinagdo de —m/4 por

década.

3. Estudo de uma célula RC

Considere a montagem da figura E.22 com v, (t) = 3 cos(6283t)

Figura E.22: célula RC.

a) desenhar a tensao de saida v,(t) com R = 1k{2 e C'= 160 nF.
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b) desenhar a corrente i(t) no circuito para a mesma tensao de entrada v (t) e nas
mesmas condigoes que em a)

c) calcule e represente a curva de Bode (amplitude e fase) do ganho em tensao
A=V,/V..

4. Estudo de uma célula CR

Considere a montagem da figura F.23.

C
I
I

Figura E.23: circuito CR: R=1 k2 e C = 160 nF.

a) desenhar a tensao de saida vg(t).

b) desenhar a corrente i(¢) no circuito para a mesma tensao de entrada v.(t) e nas
mesmas condigdes que em a).

c) calcule e represente a curva de Bode (amplitude e fase) do ganho em tensao
A=Vy/Ve.

E.8.2 Trabalho pratico

1. Filtro RC ou passa baixo
Realizar a montagem da figura E.22 com R=1 kQ) e C=22 nF.

a) aplicar sucessivamente em v, (t) um sinal sinusoidal de frequéncia f = 100 Hz,
1000 Hz e 10 kHz. Para estes trés valores da frequéncia desenhar no mesmo
grafico, sinal de entrada e de saida. Comentar as amplitudes e diferencas de
fase relativas entrada-saida.

177



b)

medir os valores do ganho em tensao G = V,/V, amplitude e fase, em funcao da
frequéncia para uma variagao compreendida entre 100 Hz e 1 MHz (utilizando
o método de medida de diferenca de fase entre dois sinais mais apropriado, ver
trabalho no. 2). Em simultaneo tracar o diagrama de Bode em papel semi-
logaritmico, amplitude e fase.

no grafico de ganho tracado em b) determinar e assinalar a frequéncia de corte
e as assimptotas quando f — 0 e f — oo. Comparar o valor da frequéncia
de corte experimental com o valor tedrico calculado a partir dos elementos do
circuito. Porque é que este filtro se chama passa baixo 7 O que é que caracteriza
um filtro de 1* ordem ?

no gréfico de fase tragado em b) determinar e assinalar a frequéncia de corte
e as assimptotas quando f — 0 e f — oo. Comparar o valor da frequéncia
de corte experimental com o valor tedrico calculado a partir dos elementos do
circuito.Quais as caracteristicas de fase de um filtro de 1* ordem ? Conclusao.

1. Filtro CR ou passa alto

Realizar a montagem da figura E.23 com R=1 k{2 e C=22 nF. A tensao de saida
vs(t) é medida aos terminais da resisténcia.

a)

aplicar sucessivamente em v.(¢) um sinal sinusoidal de frequéncia f = 100 Hz,
1000 Hz e 10 kHz. Para estes trés valores da frequéncia desenhar no mesmo
grafico, sinal de entrada e de saida. Comentar as amplitudes e diferencas de
fase relativas entrada-saida.

medir os valores do ganho em tensao G = V;/V, amplitude e fase, em fungao da
frequéncia para uma variagdo compreendida entre 100 Hz e 1 MHz (utilizando
o método de medida de diferenga de fase entre dois sinais mais apropriado, ver
trabalho no. 2). Em simultaneo tracar o diagrama de Bode em papel semi-
logaritmico, amplitude e fase.

no grafico de ganho tracado em b) determinar e assinalar a frequéncia de corte
e as assimptotas quando f — 0 e f — oo. Comparar o valor da frequéncia
de corte experimental com o valor tedrico calculado a partir dos elementos do
circuito. Porque é que este filtro se chama passa alto ? Trata-se de um filtro
de 1* ordem ? Porqueée ?

no gréfico de fase tragado em b) determinar e assinalar a frequéncia de corte
e as assimptotas quando f — 0 e f — oo. Comparar o valor da frequéncia
de corte experimental com o valor tedrico calculado a partir dos elementos do
circuito. Conclusao.
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E.9 Filtro RLC em regime sinusoidal
E.9.1 Preparagao

Considere a montagem da figura E.24. Sabendo que o sinal aplicado em v.(t) é um
sinal sinusoidal de amplitude maxima 5 volts, responda &s seguintes perguntas:

L

JMQQ_WWP

Figura E.24: Circuito RLC série: R=100 €2, P potenciémetro linear de 2.2 k2, L=0.1
H, C =220 nF.

a) calcule a forma literal do récio A(w) = V;/V. considerando o circuito em regime
permanente sinusoidal.

b) deduza a forma literal do médulo e o argumento de A(w)

¢) demonstre que o médulo de A(w) passa por um méximo (chamado normalmente
sobretensao) para uma frequéncia

(P + R)?

WM::]:WO$1— L%)g

com w? = 1/LC. Deduza o valor limite do potenciémetro Py, a partir do qual
deixa de haver sobretensao.

d) faca o diagrama de Bode de A(w) (amplitude e fase) para os valores numéricos
da figura com P = Pj,.

E.9.2 Trabalho Pratico

Realize a montagem da figura E.24. Calcule o valor de wy.

a) o potenciémetro P devera ser colocado no seu valor méximo aumentando assim
a resisténcia no circuito para um valor bem superior ao valor limite. Mantendo
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constante a amplitude do sinal de entrada verificar a amplitude do sinal de saida
a varias frequéncias, nomeadamente em torno a wy. Comente o que observou.

trace o diagrama de Bode de V,/V.(w) (amplitude e fase) em papel semi-
logaritmico.

colocando agora o potenciometro P a um valor em torno a Py, calculado na
preparagao, volte a fazer o diagrama de Bode de V,/V.(w) (amplitude e fase)
na mesma folha que no caso anterior.

finalmente coloque P = 0 e volte a fazer o diagrama de Bode de V;/V.(w)
(amplitude e fase) na mesma folha. Determine a frequéncia da sobretensao e o
seu valor em dB’s. Compare com os valores tedricos. Conclusao.

comente a variacao da curva de fase em fungao de P obtida nas alineas b), c)
ed).

180



E.10 Quadripolos

E.10.1 Preparagao

Quadripolo em T

Considere a montagem da figura E.25. Calcular:

a) os parameétros impedancia {Z;;}

C

)
b) o conjunto de paramétros hibridos {h;;}
) o ganho em tensao A, sem carga.

)

d) colocando uma resisténcia de carga R; a saida deduza o ganho em corrente

Ai = 22/21

Figura E.25: quadripolo passivo simétrico.

E.10.2 Trabalho pratico

1. Paramétros impedancia

Realizar a montagem da figura E.25 com C) = Cy = 220 nF e R =1 k(.

a) efectuar a medida do conjunto de paramétros impedancia a uma frequéncia de
1 kHz. Fazer o desenho da montagem de medida para cada caso e explicar o
método empregue. Detalhar as dificuldades encontradas. Precisao das medidas.
Comparar com os valores tedricos calculados na preparacao.

b) propor um método de medida para a curva de fase da impedancia de entrada
Z. = v1/i; com Ry = 100€2. Explicar como executar esse método e medir Z,
para o circuito da figura E.25.
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2. Paramétros caracteristicos

a) medir o ganho em tensio A, = 2 a f =1 kHz.

b) com uma resistencia de carga de 100 €2, medir 0 médulo do ganho em corrente
A = 2. Qual deveria ser a evolucao da fase de A; em funcao da frequéncia ?

Confirmar medindo um ou dois pontos particulares.
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G Meétodo de avaliacao

e Momentos de avaliagao: M1,M2 M3 (M1 e M2 sdo mini testes escritos enquanto
M3 é uma prova oral).

e Trabalhos préticos (P): média das notas dos relatérios realizados durante as
aulas praticas.

A nota de controlo continuo (CC) serda a média aritmética de M1, M2, M3 e P, i.e.,

_ M1+M2+M3+P

CC 1

Sé serao admitidos por frequéncia os alunos que tenham obtido nota superior a 6 val-
ores em qualquer uma das avaliagoes. Os alunos com assiduidade e com nota superior
a 6 valores nas aulas praticas durante o ano lectivo anterior, estao dispensados das
aulas praticas utilizando assim a nota (P) obtida nesse ano. A assiduidade a todos
os trabalhos praticos ¢ condigao para admissao a exame.
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H.1 Instrumentos e técnicas de medida 1
H.1.1 Preparacao

Exemplo 1: caso ideal

a) o desenho deverd mostrar o amperimetro em série no circuito e I = 5/1000 = 5
mA.

b) o voltimetro V ideal é colocado indiferentemente amonte ou avale do am-
perimetro e deverd marcar £ =5 V.

Exemplo 2: caso de aparelhos e/ou fonte de medida nao ideais.
a) Vmede 5 Ve A mede I =5/100 = 50 mA.

b) neste caso a resisténcia total do circuito vai ser Ry = 10582 e por isso A vai
medir I7 = 5/150 ~ 33 mA e o voltimetro V marcard uma tensao 5—0.033%50 = 3.35
V.

c) neste caso a resisténcia total do circuito serd Ry = 105§ e por isso a nova
corrente que circula na malha serd Iy = 5/105 &~ 47 mA, mas neste caso o voltimetro
V marcara sempre os 5 V porque esta colocado amonte do amperimetro.

H.1.2 Trabalho pratico

1. Caracteristica tensao-corrente numa resisténcia

a) os pontos estardo devidamente alinhados numa recta. Fazendo uma tabela de
valores e dividindo cada vez V por I temos uma série de valores de resisténcia que nos
pode dar um valor médio. A inclinacao da recta fazendo R.., = AV/AI permite-nos
achar o valor experimental da resisténcia. O valor nominal é o valor lido através do
cédigo de cores e o valor real medido é aquele achado utilizando o multimetro. A lei
de Ohm ¢ verificada.

b) exigir um ajuste do tipo minimos quadrados entre os pontos experimentais.
Isto é bastante facil pois os pontos encontram-se praticamente alinhados. Explicar a
reducao da incerteza obtida atraveés da utilizacao do valor da resisténcia calculado a
partir da recta de regressao em vez de um ponto.

¢) em principio, devido ao facto que temos um tunico aparelho de medida usado
alternadamente em A e em V, deverfamos obter o mesmo resultado que na alinea a).
Na pratica, com dois aparelhos de medida, os valores medidos poderiam ser diferentes
dependendo da qualidade relativa de A e V.
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2. Caracteristica tensao-corrente num diodo

a) tendo o cuidado de respeitar a polaridade do diodo podemos observar que a

curva é fortemente nao linear. E preciso ter especial cuidado para valores fracos da
tensao (< 0.6 V) para os quais a corrente é também extremamente fraca, quase nula,
pois o diodo esta bloqueado.

b) a curva obtida deveria ser sensivelmente uma recta, o que demonstra que a curva
I = f(V) é do tipo exponencial.
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H.2 Instrumentos e técnicas de medida II
H.2.1 Preparagao

Exercicio 1: divisor de tensao
Sabendo que o gerador de tensao debita uma tensao e(t) = 3sin(6280t).
a) o voltimetro mede valores eficazes e por isso Vs = 3/v/2 ~ 2.12 V.
b) 3 V. o récio é /2.
c) T =2mr/6280 ~ 1 ms.

d) medimos Vy = (1000 x 2.12)/2000 = 1.06 V, dados que o divisor de tensao
divide por um factor 2. O osciloscépio no mesmo ponto permite-nos medir uma
tensdo pico-pico igual a 2% 3/2 =3 V.

Exercicio 2: muito simplesmente v = V|, dado que o cos tem média nula. No caso
do valor eficaz temos que fazer um pouco de calculos.

1 /T
vipp = T/o [oa(2) + VoI dt,

onde v(t) = Vj,cos(wt + ¢). Assim o desenvolvimento do quadrado dé-nos trés
termos dos quais o primeiro é simplesmente o quadrado do valor eficaz de vy(t), i.e.,
V2/2, o segundo tem valor médio zero e o terceiro ¢ uma constante igual a VZ. O

resultado final é entdo:
V2
Veff = 7 + V02.

H.2.2 Trabalho Pratico

2. Medida de amplitudes

O valor pico-pico é nesse caso 1.4 V.
3. Medida de frequéncias

Nao esquecer de calibrar a base de tempo antes da medida. Erros de leitura.
4. Divisor de tensao alterno

Realize a montage da figura E.9.

a) verifica-se que o sinal a saida do gerador tem cerca de 2.21 V eficazes com o
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multimetro. Com o osciloscopio verifica-se os 3 V de tensao pico. Regular cerca de
1000 Hz na frequéncia.

b) a tensao aos terminais do gerador de sinais devera ser os tais 2.12 V e aos termi-
nais da resisténcia, deveremos ter V, = 1.06 V Os valores de pico sao respectivamente
3 Ve l.5 V. O multimetro digital tera possivelmente maior precisao.

c) a tensao de offset é bloqueada pelo condensador & entrada do osciloscépio e por
isso s6 em visivel em posicao DC. O calculo diz-nos que o valor eficaz da soma é

fof =Vio+ Verp(sinus)

0 que no nosso caso da Vprr = v4+4.5 =~ 2.91 V. Penso que o multimetro digital
nos podera dar o valor correcto porque funciona por integracao. Em V,,, o valor eficaz
medido serd cerca de 1.46 V, o valor pico serd (2+3)/2 = 5/2 = 4.5 V e o valor pico
sera obviamente o dobro, i.e., 9 V.

d) no caso da onda quadrada o valor eficaz medido pelo multimetro serd da ordem
dos 3 V e com o osciloscopio também.
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H.3 Instrumentos e técnicas de medida III

H.3.1 Preparagao

Medida de diferengas de fase com o método da elipse

Consideremos dois sinais sinusoidais aplicados nos canais X e Y de um osciloscopio
(eixos ortogonais OX e OY da figura E.11),

{x(t) = Acoswt
y(t) = Bcos(wt—¢)"

A composicao destas duas equacgoes obtem-se eliminando o tempo t entre elas, i.e.,
o ponto luminoso no ecra vai ser desviado horizontal e verticalmente em simultaneo,
formando assim uma figura parameterizada pela varidvel tempo.
a) Gbviamente se calcularmos 22 + 32, obtemos
2 + " = cos® wt + 2% cos® ¢ + sin® wt sin® ¢ + 22’ cos ¢ sin wt sin @,

somando e subtraindo 2% cos? ¢ do lado direito da equacao obtemos

2 4+ y? = cos® wt + 22" cos® ¢ — 2" cos? ¢ + sin® wt sin? ¢ + 227 cos ¢ sin wt sin ¢,

visto que o segundo mais o 1ltimo termo dao 2x'y’ cos ¢, podemos escrever

2 4y — 22"y cos ¢ = cos® wt — 2’ cos® ¢ + sin® wt sin? ¢,

onde substituindo 2’ = coswt no segundo membro e pondo cos?wt em factor
temos

2" + " — 22"y cos ¢ = cos® wt(1 — cos? ¢) + sin® wt sin? ¢,

e ainda
2 + " — 22"y cos ¢ = cos?® wt sin® ¢) + sin” wt sin? @,

e finalmente a relacao esperada
2" + "% — 22"y cos ¢ — sin? = 0.

b) fazendo agora a mudanga de varidvel

! 1

@' = 2" cos = —y”sinz e
4 4 V2
T T x//+y//

"=2"sin— +y" cos — = ,

4 1Y 4 V2
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na equagao final do ponto a) obtem-se

(]J” o y//)Q N (JI” o y//)2
2 2

— (2" —y") (2" +y") cos p —sin® ¢ = 0
ou ainda
33”2 + y//2 o ($//2 - y//2) COS¢ _ sin2 ¢ =0
desenvolvendo e reagrupando os termos em z”? e y"? temos ainda que
2" (1 — cos @) +y"*(1 + cos ¢) —sin® ¢ = 0
onde sabendo que

2@ _l-cosé 29 1+cos¢
2 2 2 2
podemos escrever

¢ ¢

22 sin? 3 + 4?2 cos® 5 sin?¢ =0
e finalmente dividindo por 2sin*(¢/2)2 cos?(¢/2) e simplificando

1’”2 y//2 Sin2 ¢

+ S— ~ 0
2c0s2¢  2sin® ¢ 2sin®(¢/2)2cos?(¢/2)

onde podemos reconher que o terceiro termo é efectivamente igual a 1 e daia
equacao pretendida.

¢) facilmente deduzimos que

2a% = 2 cos? ? e 2h? = 2sin? ?
2 2
e finalmente
tan ? = -
2 a

H.3.2 Trabalho pratico

1. Medida de frequéncia comparada: figuras de Lissajoux

Para facilitar esta fase do trabalho juntam-se quatro alunos por cada mesa. O
problema da estabilizacao da curva no ecra resolve-se tocando ligeiramente os botoes
de frequéncia num dos geradores.

2. Medida de diferencgas de fase

191



Realizar um circuito RC, com R = 1 k) e C' = 220 nF, portanto 7 = 220 10~°
s, i.e., 7 = 0.22 ms — f. ~ 730 Hz. Colocando um sinal a entrada de pulsagao
wo = 12566 rd/s temos uma frequéncia fo = 2000 Hz. O valor de desfasagem tedrico

é
¢ = —arctan RCwy = —70°

a) a medida directa nao esquecendo de colocar todo um meio periodo no ecra
descalibrando, se necessario, a base de tempo e aumentando as amplitudes de
forma a obter cortes francos no eixo do tempo. Fazer a proporcao para .

b) devemos obter sensivelmente o mesmo ¢ com um pouco mais de dificuldades de
leitura. Utilizar os o facto que sin ¢ = OB’/OB.

¢) neste caso vé-se um circuito RC tipico, i.e., quando a frequéncia aumenta acima
da frequéncia de corte, neste caso cerca de 700 Hz, a amplitude da saida dimimui
em relacao a entrada e a diferenca de fase aumenta.

3. Medidas de sinais transitorios

Dividimos o valor do condensador por um factor 10, i.e., a nova constante de tempo
é agora 7 = 22us. Com uma onda quadrada de frequéncia 500 Hz temos um meio
periodo de 1 ms ou seja cerca de 40 vezes maior que a constante de tempo e por isso
o sinal de entrada encontra-se a saida sem grandes problemas (estamos abaixo da
frequéncia de corte).

A medida que a frequéncia aumenta, o meio periodo diminui e torna-se progressi-
vamente da ordem de ou inferior a constante de tempo. Ao limite obtemos uma onda
triangular a saida.
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H.4 Teoremas Gerais I
H.4.1 Preparacao

4. Aplicacao

a) utilizando o teorema de sobreposicao, a corrente devida a F; escreve-se

_ Ry//Rsl
Ry + R/ /Ry

141

enquanto [
Ey

[:}ﬁ+RﬁﬂﬁNR4

A corrente devida a Es é

Ry//RsI

2 R T R//Rs

enquanto [
Ey

]:fg+RMﬂﬁmR4

b) usando o teorema de Thevenin talvez o mais simples seja calcular a tensao em
aberto utilizando sobreposicao, i.e.,

Vins = 2Bl
’ Ry//Rs + Ry
e
Vipy = 0/ / BB
2= RiJ/Rs + s

e finalmente

Vin = Vina + Vino

R2R3El R1R2E2
RoRs + Fa(Fa+ Ry) | RaRa + Re(Fa + Ra)
RyRsE) + Ry RoFy
R+ RoFa + Ryl)

(H-4.1)

Por seu lado a resisténcia de Thevenin equivalente escreve-se,
Ry, = Ri//Ra//R3
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e finalmente a corrente em Ry,

- Vin
' Ry + Ry
¢) aplicagdo ntumerica:
Rl == 1209 E1 =9v
Ry = 18012 Ey=45v
R3 = 22012
R, = 1200

Salvo erro de calculo os valores sao os seguintes:

a) devido a By, I =51 mA, e ig; =23 mA; devido a Fy, [ =17 mA e iy =
6.3 mA, portanto a corrente total em Ry é ¢y =441 +i42 = 6.3+23 = 29.3
mA.

b) Vini =4 Ve Vo =11V e porisso Vi, = 5.1 V. Assim Ry, = 544
Finalmente iy = 5.1/(120 4+ 54) = 29.2 mA, o que verifica o resultado
obtido na alinea a).

H.4.2 Trabalho Pratico

1. Teorema de sobreposicao

Os valores devem ser bastante proximos dos calculados. O resultado devera ser ao
mA.

2. Teorema de Thevenin e Norton

a) tensao em vazio (sem Ry4) e Ry, sem as fontes.

)
b) corrente de Norton com o amperimetro em vez de Ry, devera ser Iy = Vi, /Ryp,.
¢) préximos.

)

d) realizar efectivamente os dipolos de Thevenin e Norton e medir i4. Os valores

deverao ser bastante préximos.

e) basta calcular o novo i4 a partir de Thevenin (ou Norton) e comparar com o
medido em 1.
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H.5 Teoremas Gerais 11

H.5.1 Preparagao

1) ‘/th = VA— VB == RQE/(Rl +R2) —RgE/(R3+R4), Rth == Rg//R4+R1//R2, a
corrente de Norton entre A e B, calcula-se facilmente sabendo que Iy = i1 — i
onde i; é a corrente em R; e iy é a corrente em Ry. Como i; = Ryl /(R + Ry)
eiy = R3l/(Ry + R3) onde [ = E/(Ry//Ry + R2//R3) temos que

1 _ Bu(Ra+ Ry)E — Ry(Ry + R)E
N RiRy(Ry + Rs) + RyRs(Ry + Ry)

ii) a poténcia dissipada na carga escreve-se em fungao dos elementos de Thevenin
P=VI=[RVin/(R.+ Rp)|[Vin/(R. + R)] ou seja P = R.V32 /(R + Run)?.

iii) a condigao de adaptacao é obtida para R. = Ry,
iv) nesse caso Puax = Vj3/4R;h.

V) Vip = 247V, Ry, = 149Q, Iy = 16.6 mA,
R, = 1499, P,.. = 10.2 mW.

H.5.2 Trabalho Pratico

Realizar a montagem da figura E.15.

a) fazer uma tabela V|I|R.|P; para R. = 0 obtemos Iy e para R. = oo obtemos
Vin. Ry, é (-) a inclinagdo da recta de carga.

b) para o dipdlo (a) basta colocar Ry e Ry em paralelo e o mesmo para o dipdlo
(b). Ensinar como regular as fontes em corrente. Obtem-se os mesmos graficos.

c) a partir da tabela anterior tracar P = f(R.). Deduzir R, que d4 a adaptagao
maxima e comparar com o valor tedrico.
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H.6 Circuitos RC/CR em regime transitério
H.6.1 Preparacao

1. Circuito integrador passivo RC

a) Vi(t) = V[l — e /7]
b) Vis(t) = (Vo/RC)t, quando Vi =V} temos que t = RC.

c) para valores de t << 7 = RC.
2. Circuito derivador passivo CR

a) Valt) = Voe /"

b) Vis(t) = —(Vo/RC)t + Vj, a interseccao com a recta Vs = 0 da-se para t = RC.

c) visto que a entrada é uma constante, a sua derivada é zero e nesse caso o sinal
de saida se comporta-se como a derivada do sinal de entrada para valores de

t>>71=RC.

H.6.2 Trabalho pratico

1. Circuitos RC

a) T = 0.4 ms implica 7/2 = 0.2 ms e para os diferentes valores de 7 = RC
com R =1k com C= 22, 100 e 220 nF temos 71 = 0.022 0.1 e 0.22 ms,

respectivamente.

b) comporta-se como o integral do sinal de entrada quando T/2 < 7.

¢) deve-se ver um arco de parabola
2. Circuitos CR

a) alguns sao dificeis de medir.

b) comporta-se como a derivada do sinal de entrada para T7'/2 > 7.

¢) encontra-se uma constante.
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H.7 Circuito RLC

H.7.1 Preparacao

_ IOV
a) Vi(s) = sxmmsri/co)

b) pondo wi = 1/LC e 2a = R/L temos que a resisténcia critica R, é o valor de R
tal que a = wy, i.e., R. = 24/L/C e cujo valor numérico é R, = 1350¢2. Temos
ainda que wy = 6741 rd/s e fo = 1073 Hz.

R=0| a=0 | ondasinusoidal | wy=1/LC = 6741 rd/s
o) R > R. | o > wyp | sobre amortecido exponencial
R=R.| a=wy critico tipo exponencial

R < R, | a<uwy| seno amortecido | wg = 67412 — a2 rd/s

H.7.2 Trabalho Pratico

1. Regime sobre amortecido

a) o sinal de saida é a soma de duas exponenciais. Notar o longo tempo de resposta
e a tangente nula na origem.

b) se a resisténcia aumenta o tempo de subida aumenta e vice-versa.
2. Regime critico

a) considerar que a resisténcia interna da bobine é de cerca de 65 (2, portanto
deverfamos ter P igual a cerca 300 (2.

b) para R = R. temos que a/ = wy e o tempo de subida obtem-se através da
resolucao da equagao aproximada vs(t,) = 0.9E = (E/L)texp(—at). A solucao
tem que ser obtida numericamente.

3. Regime sub amortecido

a) deverd ser uma sinusoide amortecida com ultrapassagem do valor final. O tempo
de subida obtem-se a partir dos maximos da curva de resposta. Esses maximos
por sua vez obtem-se a partir da equalizacao a zero da derivada o que da:

T
t, =

wig — a?
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por sua vez os maximos (relativamente ao valor final = E) sao

a
a, =1+ exp(———)
wi —a?

a pulsacao é wg = /wi — a?
b) a medida que R diminui, o dimunui e entdao a ultrapassagem do valor final
aumenta, o tempo de subida diminui e a pulsacao wy aumenta.
4. Regime nao amortecido

Neste caso chega-se ao caso de resisténcia minima do circuito, mas diferente de
zero. B o caso limite do anterior.
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H.8 Filtros RC/CR em regime sinusoidal

H.8.1 Preparagao

3. Estudo de uma celula RC

a) visto que R = 1k, C' = 160 nF e w = 6283 rd/s, temos que RCw = 1 e por
isso em complexo

_ 1—7-
V,=—"2V,
2

o que permite deduzir
vs(t) = 3 cos(6283t — 0.785)
onde o angulo ¢ = —0.785 rd corresponde a -45°.

b) temos que

dvg(t)
dt

o que da i(t) = —3sin(6283¢ — 0.785) mA.

i(t)=C

= —3Cw sin(6283t — 0.785)

¢) curvas tipica.

4. Estudo de uma celula CR

a) com os mesmos valores nimericos que no ponto anterior temos

1+
=V
2

»

o que permite deduzir
vs(t) = 3cos(wt 4 0.785)

onde o angulo ¢ = 0.785 rd corresponde a 45°.
b) temos que
dvg(t)
dt
o que da i(t) = —3sin(6283¢ + 0.785) mA.

i(t)=C

= —3Cwsin(6283t + 0.785)

¢) curvas tipica.
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H.8.2 Trabalho pratico

1. Filtro RC ou passa baixo

a) fo=1/2rRC = 7237 Hz. No primeiro e segundo casos, os sinais de entrada
e de saida sdo praticamente iguais em aplitude e fase (talvez uma pequena
desfasagem a 1 kHz). A 10 kHz, estamos para além da frequéncia de corte e
por isso a atenuacao é superior a 3 dB e a desfasagem superior a -45 graus.

b) curva tipica passa baixo.

c¢) porque deixa passar as frequéncias mais baixas e corta as mais altas. Assimp-
totas de -20 dB/década e uma desfasagem total de 90 graus.

d) cuva de fase tipica de RC.

2. Filtro CR ou passa alto

a) f. = 1/2rRC = 7237 Hz. No primeiro e segundo casos, os sinais de entrada
e de saida sao praticamente iguais em amplitude e fase (talvez uma pequena
desfasagem a 1 kHz). A 10 kHz, estamos na banda passante e por isso a
atenuacao ¢é inferior a 3 dB e a desfasagem inferior a 45 graus.

b) curva tipica passa alto.

c) porque deixa passar as frequéncias mais altas e corta as mais baixas. Assimp-
totas de 20 dB/década e uma desfasagem total de 90 graus (+90 para 0 graus).

d) cuva de fase tipica de CR.
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H.9 Filtro RLC em regime sinusoidal

H.9.1 Preparagao

a)

1
AWl =T—Ter T jwC(P + R)
b)
Aw)] = !

(1 — LOw?)? + w2C?(P + R)?

wC(P+ R)

[A(w) = —arctg TN

¢) derivando |A(w)| temos que

dJAw)|  —1/2[2(1 — LOW?)(—2LCw) + 2wC?(P + R)?
dw [(1 — LCw?)2 4+ w2C2(P + R)2]-3/2

Igualando a zero temos que
1 - LOw? = C/L(P + R)*

ou ainda que a frequéncia do maximo da curva de amplitude é

(P + R)?

O valor limite do potenciémetro P deduz-se do radicando da expressao acima
assumindo que quando este se torna negativo deixa de haver sobretensao.

Plim: - R

Al

o que nos permite calcular Py, = 574(2.

d) com P = P, temos o caso ao limite da sobretensdo. Na prética a caurva
admite uma assimptota para 0 dB quando w — 0 e uma assimptota de -20 dB
por decada quando w — oc.
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H.9.2 Trabalho pratico

a) caso sem sobretensao.

b

ver diagrama da preparacao

d

¢) caso limite
) caso com sobretensao. Utilizar a expressao da preparagao uque da wyy

e) a transicao da curva de fase em torno a wy é tanto mais rapida quando maior

for a sobretensao, i.e., mais fraca for a resiténcia no circuito.
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H.10 Quadripolos

H.10.1 Preparagao

Quadripolo em T

a)
1 1 1

. + = = -
jwCi  jwCy  jwC

211 =

com C = 0102/(01 + Cg)

F12 A = jwng
Zoo = R+ jwng
b) 1 1
fon = JwCy + R//ijg
1
"2 T R,
1
"= T juRG,
hay = [R + ]_wl@ -1

¢) em vazio A, = vy/vy, = C1/(C} + Cy).
d) o ganho em corrente A; = iy/i; = —[1 + jw(R + Ry)Cs] ™.

H.10.2 Trabalho pratico

1. Paramétros impedancia

a) para zj; temos que C' = (/2 = 110 nF e entdo a 1 kHz, z;; = —;1447Q =
1447 exp(—jm/2) e o método de medida utiliza o multimetro no circuito de
entrada com a saida em vazio permitird obter o médulo |z11| = 1447. A fase é
mais dificil, e necessita a utilizagdo de uma resisténcia auxiliar R’ em série na
entrada, temos que

V-V
R/

11:
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onde, V' é a tensao medida antes da resisténcia R’. A fase de [; vai ser igual a
diferenca de fase entre V' e V] que serd necessario medir no osciloscépio e deverd
dar —7/2. Na pratica poderéd colocar-se a resiténcia R’ na linha de massa a
entrada de forma a ter uma massa comum aos varios aparelhos.

Para z;5 temos um dificuldade que é de medir uma tensao v; com uma corrente
11 = 0. Isso poderia ser efectuado de forma aproximada colocando uma re-
sisténcia muito elevada no circuito de entrada, fazendo assim i; ~ 0 e medindo
vy com o multimetro. Na pratica torna-se mais facil alimentar pela saida e
efectuar a medida de iy faz-se com uma resisténcia auxiliar em série como ex-
plicado para z;;. v; mede-se directamente com o multimetro a entrada. Na
pratica z;o = —j72362.

As medidas de z9; e 299 s@o idénticas as de z13 e de z1; salvo que no ultimo
caso o gerador atacard o circuito a partir da saida. Na montagem os valores
calculados a partir da teoria sao de z9; = —j723€) e para z9o = 1000 — ;7230.
Em termos de médulos temos |zo1| = 7232 e para |zgs| = 1233€2.

Medidas mais precisas de z15 € 291 podem ser obtidas tendo acesso ao interior
do quadripolo, considerando que visto que no primeiro caso i; = 0, medindo
directamente a tensao aos terminais de Cs.

b) ver acima.
2. Paramétros caracteristicos

a) na pratica temos que A, = 1/2 independentemente da frequéncia.

b) com uma resisténcia de carga de 100 2 temos teoricamente uma frequéncia de
corte de f. = 723 Hz. O ganho deveria aumentar indefinidamente a partir dessa
frequéncia. Os modulos das correntes a entrada e saida sao medidos através do
multimetro a entrada e da tensao de saida aos terminais de Ry, respectivamente.
Obtem-se A; = 0.66.
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